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Untersuchungen iber den Zusammenhanyg in den Anderungen
der Dichten und Brechungsexponenten in Gemengen wvon
Fliissigkeiten.

Von Dr. Adolph Weiss und Edmund Weiss,

(Ausgefiihrt im k. k. physikalischen Tostitute.)

Vorgelegt in der Sitzung vom 4. November 1858.

Die Arbeit beginut mit einer Untersuchung des Einflusses jener
Fehler, welchen die Besfimmung des Brechungsexpounenten von Fliis-
sigkeiten in Hohlprismen unterworfen ist, auf letzteren. Dieselben
werden eingetheilt in Beobachtungsfehler, entstehend durch den
Nichtparallelismus der Deckplatten, und Excentricititsfehler; jede
Classe derselben wird eigens untersucht, und bei den letzteren zwei
Arten die Mittel angegeben, sie zu eliminiren. Bei der Anwendung
der allgemein entwickelten Formeln auf die speciellen Fille, bei denen
gewdhnlich die Messung vorgenommen wird (senkrechte Incidenz-
und Minimalstellung) zeigt sich der Umstand, dass bei der Minimum-
stellung der Coéfficient des Fehlers im Einfallswinkel sich annullirt,
d. h. dass ein kleiner bei der Einstellung begangener Fehler auf den
Brechungsexponenten gar nicht zuriickwirkt; dies zeigt, dass man
auch mit dieser Stellung, trotz der Unsicherheit der Einstellung,
genaue Resultate zu erzielen im Stande ist.

Dann folgen die Resultate einer Beobachtungsreihe an Salzsiure,
welche so angestellt ist, dass die durch Nichtparallelismus der Deck-
platten entstehenden Fehler, so wie die sogenannten Excentricitiits-
fehler im Mittel aus je zwei Beobachtungen sich tilgen, so dass im
Mittel aller Beobachtungen der wahrscheinliche Fehler in den Dich-
ten nie 0-0002 und in den Brechungsexponenten 0-0001 iibersteigt.
Die Berechnung der Contractions- und Retardations-Coéfficienten aus
den Dichten und Brechungsexponenten zeigt, dass beide so wie ihr
Verhiltniss ganz andere Gesetze befolgen als jene sind, welche bei den
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frilheren Substanzen gefunden warden. Wihrend sowohl bei Schwefel-
als Salpetersiure die & und # hei grosserer Verdiinnung abnehmen,
zeigt sich hier der nmgekehrte Fall: bei den hochsten Concentra-
tiansgraden sind ¢ und # sehr klein, wachsen aber hei fortsehreiten-
der Verdiinnung mehr und mehr. Ebenso verschieden ist der Gang
der # von einer Linie des Specteums zar anderen. Bei SO, und NO,
nehmen dieselben vom rothen zum violeten Ende des Speetrums an
Grisse ab; bei CIH ist dies wenigstens nicht bei allen Concentra-
tionsgraden der Fall: in den hichsten nehmen dieselben an Grisse
hei den brechbareren Strahlen zu: in den mittleren sind dieselben
nahezn constant, und in den niedrigeren nehmen sie sogar an Grissse
vom rothen zum violeten Ende ab, wie dies an den friilberen Siauren

heobachtet wurde. Das Verhiltniss —?— ist hier nieht mehr nahe = 2;
b

es betrigt stets mehr als 20, zugleich ist ein Abnehmen desselben
von den hochsten Concentrationsgraden gegen die niedrigsten zu
nicht zu verkennen. (Etwas édhuliches zeigt sich, wiewohl nicht so
deutlich, an S0O;.)

Fasst man alles, was aus den bisherigen Beobachtungen folgt,
zusammen, so ergibt sich Folgendes:

. Die Contractions-Coéfficienten sind nicht nur bei verschie-
denen Substanzen, sondern anch bei verschiedenen Concentrations-
graden einer und derselben Substanz verschieden.

2. Dasselbe ist mit den Retardations-Coéflicienten der Fall. thr
Gang ist jedoch dem der ¢ insoferne analog, als ilre Grisse mit @
zu- und abnimmt. Allein diese sind auch verschieden bei verschie-
dlenen Linien eines und dessellen Conecentrationsgrades, und zwar
nehmen sie von Roth gegen Violet hin an Grisse bald zu, bald ab.

3. Das Verhaltuiss % ist fiic jede Substanz ein anderes; es

dndert sich auch hei verschiedenen Concentrationsgraden ein und
derselben Substanz und auch bei verschiedenen Linien ein und des-
selben Conecentrationsgrades.

Es driangte sich anch wieder die Frage auf, oh die versehie-
denen Anomalien, welehe Selzsinre gegen SU; und NO; zeigt, durch
Beobaehtungsfehler erklirlich seien. Zur Entscheidung derselben
wurden dieselben Fehlergleichungen beniitzt, welche schon in der
friiheren Arheit zu einem gleichen Zwecke gedient hatten. Der Ein-
fluss dersethen zeigte sich hier, trotz der genaneren Beobuehtungen,
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so bedeutend, dass man wohl, wollte man die Sache auf die Spitze
treiben, nicht nur die # von einer Linie zur anderen als constant an-

by
= - . 1] .
sehen konnte, sondern aueh das Verhiltniss o als ein solehes von

einem Concentrationsgrade zum anderen gelten lassen kinute. Da
sich auch bei SO, und NO; derselbe Fall ereignete, so ersieht man
darans, dass durch Beobhachtungen, welche die Genauigkeit der eben
vorliegenden nicht weit iiberschreiten, diese Fragen keineswegs mit
Sicherheit beantwortet werden kénnen. Es wurde daher der Ver-
such gemacht, die Erscheinungen, unter theoretischen Gesichts-
punkten zu erkliren.

Zuerst wurde die Frage aufgenommen, ob die # von einer Linie
znr andern constant seien, und wenn dies nicht der Fall wiire,
welche Verinderung mit ihnen vorgehe. Zur Beantwortung der-
sclben kann die frilhere Fehlergleichung beniitzt werden: umm nim-
lich den Einfluss des Uberganges von einer Linie zur andern zu
erfahren, hat man in dieselbe nur die betreffende Anderung der
Brechungsexponenten einzufiihren, und die anderen Grissen als con-
stant, d. h. ihre Verinderungen als = 0 anzusehen. Die so erhaltene
Gleichung hat die Form:

At = A dny + B dn, + CAN.

Fiihrt man die Bedingung, dass # von einer Linie zur anderen constant
sei (d# = 0), ein, so ergibt sich daraus sogleich eine Bestimmungs-

gleichung fiir %; sie zeigt, dass nnter dieser Voraussetzung —% fiir
verschiedene Concentrationsgrade nicht constant sein konne. Allein
jeneYoraussetzung ist unstatthaft; wie sich sogleich ergibt, herechnet
mat % aus der dadurch entstehenden Gleichung. Sucht man aber
- ohne irgend eine Voraussetzung die Anderung des # von einer Linie

zur anderen, so zeigt sich, dass es von Roth gegen Violet hin zu-
nehme oder abnehme, je nachdem

3 < ng dng + ng Jiy

6 > vg dng -+ v dng

woraus sich ergibt, dass sehr wohl alle zwei Fiille hei ein und der-
selben Substanz bei verschiedenen Concentrationsgraden eintreten

konnen (CIH),
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Nachdem also # voun einer Linie zur anderen nicht constant ist,
D
kann das Verhiltniss '—f’) bei verschiedenen Coneentrationsgraden hoeh-

stens fiir ein und dieselbe Linie constant sein. Eine der friiheren
dhnliche Untersuchung zeigt, dass dies dann eintrete, wenn

dny = dn,
d. h. die Ausdehnung des Spectrums fiir alle Substanzen gleich gross
N
wire. Da die Beobachtungen diesem widersprechen, ist auch -Z— bei

versehiedenen Conecentrationsgraden variabel.

Dann wird auf eine Eigenschaft der ¢ und # bei einem speciellen
Falle aufmerksam gemacht, welche schon in der Formel selbst liegt.
Sind némlich die Brechungsexponenten #,, n,, IN von einer gewissen
Zahl, etwa @, nur um Grossen erster Ordnung verschieden, d. h. ist:

Wy = (0 - @
uy =+ 3
N=a-+7

so ist ¢ = (—‘i +p

wo p eine Grisse derselben Ordnung wie a, 3, y ist. Dieser Fall
ist desshalh wichtig, weil er bei einer ganzen Classe von Korpern,
nimmlich den Gasen vorkommt, bei ihnen ist e=1 und «, 3, 7, also
auch p, sind Grossen, die erst in der 4. Decimale zihlende Ziffern
haben; es ist also bis zur 4. Decimale genau, geht man aber zu
hiheren blos niherungsweise:

0=4d.
Zum Schlusse ist an einer Substanz, namlich Salzsiure, der Versueh

Y
gemacht, die ¢ und # und -Z— nach Potenzen der Concentration 1n

Reihen zu entwickeln, d. h. die Coéfficienten der Gleichungen:

o=a(l +ayv, +azvi?Fagv3+4....)
O=b(145v+HhvrtFHoc+ ...)
2 c(A+neitretrnedd ...)

1

zu bestimmen. Dieselben wurden aus allen 9 Concentrationen nach
der Methode der kleinsten Quadrate berechnet. Allein es zeigt sich
dabei, dass die Coéfficienten ey, ¢y, ¢z, ) ... nicht nur nicht zu
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convergiren, sondern eher zu divergiren scheinen: a; << ay <<uz. Ob
dies blos in den Beobachtungsfehlern liege, welche natiirlich die
Coéfficienten der hoheren Glieder am meisten entstellen, oder ob
dadurch eine Andeutung gegeben sei, dass die Anderungen von 4
# ete. nicht bei allen Concentrationsgraden einem Gesetze folgen,
sondern dass dieses, also die Reihe fiir 6 und € bei verschiedenen
Concentrationsgraden sich #ndere, ist wegen der bedeutenden Ent-
stellung der ¢ und ¢ durch Beobachtungsfehler bis jetzt noch nicht zu
cntscheiden. Unmiglich diirfte letztere Ansicht keineswegs sein, da
dieselbe Erscheinung bei allen vier bisher beohachteten Substanzen sich
zeigt, wie die an denselben angestellten Berechnungen darthun. Nur
ist noch zu bemerken, dass, sieht man von den #dussersten Concentra-

tionsgraden (0-9 und 0-1) ab 1), wenigstens niherungsweise fiir —;—
ein Ausdruck wie

%=A+Bm%
am besten zu geniigen scheint.

L

§. 1. Herr Prof. Grailich hat zuerst in einer Note (Sitzungsb.
XXV. 515) mit Herrn Hand!l auf ein eigenthiimliches Verhiltniss
zwischen Contractions- und Retardations- Coéfficienten hingewiesen.
Einer von uns hat die begonnenen Untersuchungen im Verlaufe des
vorigen Jahres mit H. Handl fortgesetzt, nnd vor Kurzem sind die
Resultate derselben in den Schriften der k. Akademie erschienen 2). Es
schien daraus zufolgen, dass der Contractions-Coéfficient, in einem ein-
fachen, commensurablen und fiir alle Concentrationsgrade constanten
Verhiiltnisse zum Retardations-Coéfficienten stehe.

Untersuchungen, welche wir im Laufe des Sommers an Salz-
saure anstellten, zeigten uns jedoeh, dass dem nieht so sei, indem
zum Beispiele eben bei der Salzsiiure in den unteren Concentrations-

1) Wegen des grossen Einflusses der Fehler, die schon mebr als das Doppelte der
niichsten (08 und 0-2) betrigt.

2) Handlund A. Weiss, Untersuchungen iiber den Zusammenhang in den Anderungen
der Dichlen und Brechungsexponenten in Gemengen von Ftiissigkeiten und Verbin-
dungen von Gasen. NMit | Tafel. Sitzungsb. der kais. Akademie, 1858, XXX. Bd.,
S. 389. — Noch friiher erschien Grailich und Handl, Sitzungsb. XXV, S. 515.



594 Ad. Weiss und Edm. Weiss. Unlersuclinngen iiber den Zosammenhang

graden der Contractions - Coéfficient weit langsamer wichst als der
Retardations-Coéflicient.

Ehe wir jedoch die Resultate dieser Beobachtungen sammt
einigen an dieselben sich anschliessenden theoretischen Betrachtungen
iiber die Ursachen der hier sich zeigenden Inconstanz dieses Ver-
hiltnisses darlegen, wollen wir einige Bemerkungen iiber die Art, wie
dieselben angestellt wurden, um ein miglichst fehlerfreies Resultat
zu erhalten, vorausschicken.

Yor allem anderen suchten wir zu ermitteln, wie die verschie-
denen Fehler, welche bei der Messung der Winkel begangen werden,
auf den Brechungsexponenten zurickwirken und wie sie paralysirt
werden kinnen. Die Beantwortung dieser Fragen ist nicht schwer.

Fig. 1. Fillt auf ein Pris-

CIN— L ma ABC (Fig. 1), dessen
S\ \ P’ ) brechender Winkel ACB
~\ _ 0 % =g ist, ein Lichtstrahl

> = ?‘%P/”fl unter dem Winkel SEP

o \\ A =« [wo PP und QQ'
o . o 3 diebetreffenden Einfalls-

{fj lothe sind], so bestehen,

¢ wenn die Winkel P'EF,

Q'FE. QFS' der Reihe nach mit 3, y und 0 bezeichnet werden,
zwischen diesen, dem Ablenkungswinkel S'Dx = @ und dem Bre-
chungsexponenten der Substanz des Prisma’s folgende Relationen:

v=0+0—0
e=3+r

sin o = n sin 3
sin 0 =n sin 7.

Diese Beziehungen, mittelst deren man aus je drei dieser Grossen
die iibrigen finden kann, beniitzt man gewohnlich dazu, den Brechungs-
exponenten aus den drei Winkeln @, ¢ und w, welche man sich durch
directe Messung leicht verschaffen kann, zu bestimmen. Die Ermitte-
lung desselben aus den oben angefiihrten Gleichungen durch Einfiih-
rung von Hilfswinkeln in einer zam Berechnen mit Logarithmen
tauglichen Form ist nicht schwierig 1); wir wollen uns aber hier mit

1) Eine solche Auflisung dureh Hilfswinkel hal Herr Professor Grailieh in seiner

bekanonten Preisselwift heniitzt.
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dieser Auflosung nicht beschiftigen, sondern die fiir unsere Zwecke
wichtigere directe angeben. Sie ist
/R e -

1 — 5 [cosw + cos 20 — cos (20— w) + cos (2¢ + w)

i —
stng

— cos (20— 2¢ —20) + cos (20— 2¢ — 20)].

DieWinkel «, ¢ und @ kinnen nun begreiflicher Weisc mit ver-
schicdenen Fehlern hehaftet sein. Die hauptsiichlichsten Quellen der-
selben sind indess folgende:

1. Unvermeidliche Beobachtungsfehler. '

Bezeichnet man die Fehler, welche man in «, ¢ und @ begehen
kann mit Jo, Jg und Je, so findet man, weunn die entsprechende
Aunderung im Brechungsexponenten mit dn bezeichnet wird, aus der
obigen Gleichung

Ay = ’fl_“_(‘il_:””:_:_z”) [cos¢— cos(¢ + w)] du+

cos (¢ + w—2a)

_|_

sinacose +sin(¢ + o —a)] do 4+
¢ ¢

wsin® ¢

1
-+ [—A_—T %2.5% wcos(2¢ + w—a) + sin(2p + 2w~—‘2.a)} —n t-o(ylp] do
wsin®o

Fehler dieser Art kinnen nur durch zahlreiche Beobachtuugen auf ein
Minimum gebracht werden.

2. Bestimmt wan dic Brechungsexponenten einer Fliissigkeit
durch Beobachtungen wittelst eines Hohlprisma's, so kommt eine
zweite Fehlerquelle hinzu, weon die hier nithigen Deckplatten nicht
vollkommen parallelfiichig sind. Wegen dieses Umstandes bediirfen
alle gemessenen Winkel ciner Corvection. welche man etwa auf
folgende Weise finden kann.

Sind die Fig. 2.

Flichen der
ersten Deck-
platte abcd
(Fig.2) nicht
parallel, son-
dern unter
dem Winkel
0y gegen ein-

Silzb. 4. mathem.-nalurw. Cl. XXXHL Bd. Ne. 29, 42
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ander geneigt, so ist, wenn v den Brechungsexponenten des Glases,
a den Winkel des einfallenden, o' den des austretenden, 3 den des
zuerst gebrochenen und 7 den Winkel des an der Hinterwand auf-
fallenden Strahles mit dem Einfallslothe bezeichnet :
sina =vsing3
sina' =vsiny
r=7a+p
Der Unterschied
o —a=2§
wird, da p; sehr klein ist, es ebenfalls sein; bleibt man daher in der
Entwickelung bei den ersten Potenzen dieser Grissen stehen, d. h.
setzt man
sinpy=p, cosp; =1
sinE =& cosé& =1
so erhalt man:
v cos 3 Ve — inta

q= = -1
CoS U cos o

s

Hat ¢ dieselbe Bedeutung wie friher, und bezeichnen peund &,
dieselben Grissen fiir die zweite Deckplatte, wie p, und &, fiir die
erste, so hat man ganz analog:

Vye _ sin® o

-2 V).

Eaz

08 0

1) Wollte man, was freilich nur in sehr wenigen Fillen néthig sein diirfte, noch die
zweilen Potenzen von 5 und g, beriicksichtigen, so hitte man zu setzen:

sin g =45 cos § =1 — 3 &fF
sinpr = py cospp=1— 307
und erhielte dann
. 1/ . cos .
5y = cotg a 4 pr* — 2py e v+ colg® a.

Das obere Zeichen kaun hier nicht gelten, weil & nicht = 6 wiire, fiir py = 0. Es
ist also:

cos B .
v 4 coty® a.
cos a +eoly

&y = colg a — ‘/pf — 2p,
Entwickell man die Wurzelgrosse nach Potenzen von p; und vernachlissigl alle die
zweite Dimension iiberschreitenden Grossen, so erhilt man, wenn man vou der Formel
v o8t B = v¥— sin a
Gebrauch maeht :
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Den brechenden Winkel des Prisma’s findet man

g=¢+ptp;

den Winkel des ersten cinfallenden Strahles mit dem letzten aus-
tretenden :

o=a+0—¢,

withrend der Ablenkungswinkel, weleher dem Brechungsexponenten
der Fliissigkeit entspricht:

o =da 44 —¢
=a-+0 _¢‘+(§:+Ez)+(‘01 +Pe)
=w+&+&+pi+p.

ist. Um daraus den wahren Brechungsexponenten zu finden, sollten
wir unserer Berechnung die Grossen

a'=a —+ &

¢ =¢" —(0s +p2)

w=o-+&+8&+ o +p.
zu Grunde legen, statt welcher wir aber die Werthe

o

v

b4
w

verwenden, und so die Fehler

de=£;
do=—(p1+ p:)
szfi +'§2+P1 +P2

begehen. Setzt man diese Grissen in die oben gegebene Fehler-

Vv — sin® a 1\a2~—1

"
2 = =0 g T s
SIS By cos a 2 cosfa P1

und auf gleiche Weise

Yv:—sintd  vi—1
Fa= pg—————— — L e {gd.p,°
B cos & * Costo U 8-
Vernachliissigt man hier py% und p.?, so erhilt man die oben gegebenen Werthe.

42"



» . . - - . . ”
598 Ad. W eiss und Edm. Weiss, Untersuchiungen iber den Zusammenhang

gleichung, so erhiilt man sogleich den Einfluss devselben auf die
Brechungsexponenten, nimtich:

sin(o -+ a;—uz)

dw=——

——[eosp—cos (¢ + w)] &

nsin®

cos{@ + w—a)

nsin® @

+ [sinacosp+sin(¢+w—a)][&+ &~ pitp|—

—nceoly ¢l [p + p.l

[2 sinacos(29 - w—a) + sin (20 —20—2a

2n sin? ¢

und nach Vornahme aller miglichen Reduetionen

Jdn=

[.szu (¢4 w—a)cos¢ -} sinu] & +

nsin®g

. eos(o + 0 —a)

+ —————[sin(¢ +o—a) -+ sinacosp| &, —

nsin®yp

| simasin(p + o —a)

S -+ i cos go] (or +12).

s Y | "

Die Werthe von £, und &, als Functionen von p, und p, sind
oben angegeben worden. Die Grissen p, und p, sind stets sehr
klein: es ist daher schwer ihren Werth mit Genauigkeit zu ermitteln,
am tauglichsten hierzu dirfte vielleicht ein gutes Sphirometer sein.
Die Kenntniss derselben ist jedoch nieht nothig, da man durch ein
einfaches Mittel den Einfluss dieser Fehler ganz zu paralysiren im
Stande ist. Es besteht durin, dass man die Deckplatten in zwei ent-

Fig. 3. Fig. 4. gegengesetszten Lagen
T N /¥ (wieFig. 3 und 4 zeigt)
auf das Hohlprisma legt.
Dadureh #@ndern nim-
\ . lich alle Fehler ihre
Zeichen, wenn man dafiir sorgt, dass der Einfallswinkel bei beiden
Beobachtungen derselbe ist, und in dem Mittel beider Messungen
erhilt man also den wahren Werth des Brechungsexponenten selbst
ohne Kenntniss der Grosse der Winkel p, und p,. Die Richtigkeit
des hier Gesagten creibt sich aus Folgendem. Ist (Fig. 3) « der
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Einfallswinkel, 3 der Breehungswinkel, so ist 3+ p; der Einfalls-
winkel auf die zweite Fliche. Bezeichnet nun wieder

o = a--§
den Winkel des austretenden Strahles mit dem Einfallslothe, so ist:

sina=vysinf}

sin(o+ &) =vsin(B+p)
v cos 3

§i=—p1.

co8 a

Im zweiten Falle (Fig. 4) ist, wenn « der Einfallswinkel, 3 der
Brechungswinkel, 8 —p, der auf die zweite Fliche auffallende und
wenn

a', = + E’,
der Winkel des Einfallslothes mit dem austretenden Strahle ist:

sina=vsinf}
sin(a~++&y)=vsin(f—p1)
also

v cos 3

E’1=— ptz—el'

cos a

Fiir die zweite Deckplatte hat man ebenso :

EI‘.' = —§& ‘)2

1) Diese Gleichheit mit entgegengesetzten Zeichen gilt aber nur fiir die Glieder erster
Ordnung, denn es ist

£ v ecosf vi— 1 b .
= —_— —_—— [- 3 “
Y cos a P 2 cos* a v Py
v cos B v—1
gy=— —— lga.pd
55 o8 a fs 2co5a Y P
also
2
v —1
== ———lga. p?®
£ St 5 a g P,

Durch das angegebene Verfahren wird néimlich das Zeichen von p verkehrt; es sind
desshalb alle Glieder, welche p in einer ungeraden Potenz enthalten, entgegengesetzt
hezeichnet, jene, welche es in einer geraden enthalten, nicht; man kann dieseltben
also auch nicht wegschaffen. Ubrigens sind Deckplatten, bei denen p so gross ist, dass
man noch dieses Glied beriicksichtigen muss, zur Messung nicht zu brauchen.
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ferner ist der brechende Winkel des Prisma’s im ersten Falle :

¢'=¢+(pi+p2).
im zweiten
¢ =9 —(p1 +p2).
und da der Winkel des cinfallenden mit dem gebrochenen Stralle

o=u+4+0—¢

ist, so ist im ersten Falle

o' =0+ +& +p+p)

und im zweiten

oy =0—(& +&+p )

Es ist somit in der ersten Stellung (Fig. 3)

do =g,
do=¢& +6& + o1 + p
‘J¢ = —(1“1 +|0~)

und in der anderen (Fig. 4)

da=—¢&,
d“’=_‘(5| + & +p +P2)
dg =+ (ps +p:)

Man sieht daraus, dass in der That alle Fehler ihr Zeichen ge-
wechselt haben, im Mittel der beiden Beobachtungen sich also der
Einfluss derselben gegenseitig tilgt.

3. Eine letzte Classe von Fehlern entsteht dann, wenn der
Scheitel der Winkel nicht vom Centrum des Kreises aus gemessen
wird. Der leichteren Ubersicht wegen wollen wir hier die zwei
Fille uaterscheiden:

a) Die Drehungsaxe des Fernrohrs fillt mit dem Centrum des
Kreises zusammen.

Da in diesem Falle nur Strahlen, welche durch das Centrum
gehen, in das Fernrohr gelangen kinnen, findet man bei einer unrich-
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tigen Stellung des Prisma’s nur den Deviations- und Einfallswinkel
fehlerhaft; anf die Grosse des Brechungswinkels ¢ hat dies gar keinen
Einfluss. Aber es werden aueh die ehen erwihlnten Fehler im De-
viations- und Einfallswinkel bei nur etwas betriichtlicher Entfernung
der Liehtquelle ganz Fig. 5.

versehwinden.  Denn §
was den ersteren be-
trifft , so ist, wenn
(Fig. B) in Sdie Licht-
quelle sich befindet
und SEFS den Weg
darstellt, den ein Licht-
strahl nehmen muss, um

in der Richtung des
Centrums (S’ C) gesehen zu werden, der eigentliche Deviations-
winkel 8" D& = w, wihrend man durch Messung dafiir die Grisse

S'Cy=o'

findet; der Unterschied beider ist
w —ow=d4w= < DSC.

Nenut man DC = d und die Entfernung der Lichtquelle vom
Centrum des Kreises CS = 7, so ist

rsindow=dsin v

oder wegen der Kleinheit von dow
d .
do = —sin o.
p

fu den meisten Fillen ist die Entfernung » gegen d sehr gross,
und man kann die voun der Lichtquelle ausgehenden Strahlen als
parallel betrachten, daher

i
2

setzen, wodurch man
do =0

erhilt.
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Ebenso verhilt es siehmit der Anderung des Einfallswinkels. Die-

Fig. 6. sen bestimmt man
dadurch, dass man
den Winkel des
directen Strahles
mit dem reflectir-
ten misst, die Half-
te desselben ist
das  Complement
des Einfallswinkels. Aaf dlese Art erhdlt man (Fig. 6) statt des
Winkels

S AM = 180 — 24
den Winkel

S CN = 180 — 24'.

Setzt man wieder
a— o = Ja
so ist, wenn C4 = d, €S = r gesetzt wird, da
CS84 =2 (« — da') = 2du,
auch
»sin 2da = d sin 20

oder wegen der Kleinheit von du

do = e sin 2u
2r .

Ist also die Liehtquelle sehr weit entfernt, so kanu man hier
ebenfalls Ju = 0 setzen.

Wie diese Fehler vermieden werden kinnen, wenn obige An-
nahme nicht gelten sollte, kann man im Allgemeinen nicht angeben,
da sich mit der Anderung des Einfallswinkels auch die Lage des
Scheitels des Deviationswinkels (@) édndert 1). Bei der folgenden

1) Ubrigens isL es gut zu bemerken, dass bei der Ermittelung von @ und « zugleich
durch directe Messung, einer derselben stels fehlerhaft bleiben muss, da die Seheilel
beider (2 = 0 ausgenommen) nie zusaminenfatlen.
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Besprechung jener Fille, bei denen man mit speciellen Werthen des
Einfallswinkels operirt, werden wir bei jedemn derselhben Mittel, dies
zu erreichen, angeben.

b) Die Drehungsaxe des Fernrohrs fillt mit dem Centrum des
Kreises nicht zusammen.

In diesem Falle muss man, um den Einfluss auf die zu messen-
den Winkel zu bestimmen, ausser der Entfernung der beiden Punkte,
noch die Lage derselben gegen jene kennen. Nehmen wir an, der

Scheitel der zu bestimmenden Winkel liege Fig. 7.

in der Umdrehungsaxe des Fernrohres, weil,

wenn dies auch nicht der Fall ist, man doch N
nach den friiheren Formeln dasselbe durch /
eine kleine Correction leicht erreichen kann; <

so ist, wenn C das Centrum, C4 = d die \ A

Entfernung der Umdrehungsaxe von dem-
selben, BAD = e den zu messenden, BCD
= &' den statt desselben gemessenen Winkel bezeichnen. und wenn
die Lage der CA gegen den Winkel BCD durch den Winkel BCA
= u hestimmt ist

i

'+ (CBA + ADC)
=¢& + (dey + dey)) =& + ds
wo de; und de, dureh folgende Gleichungen gegeben sind:

d sin (p + dey)

7

sinde, =

dsin(e—p + dsp)

7

sinde, =
oder wegen der Kleinheit der Grossen de; und de, mit Hinweg-
lassung aller die erste Ordnung dberschreitenden Grissen

4
&) = —sin
. L

e

d
de, = ~ sin (s — 1)
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Es ist also
7
de = dey + de, = 4 [sinp -t sin (e —p)|
r

2d | € e—2n
= — §in— C0S
= )

~

5

Fehler dieser Art gehoren unter die sogenannten Execentrici-
tatsfehler; das einfachste Mittel sie zu eliminiren besteht im Ab-
lesen an zwei um 180° von einander abstehenden Nonien, weil das
Mittel beider Ablesungen den gesuchten Winkel genau gibt. Ist dies
an dem Instrumente, mit welchem man beobaclitet, nicht moglich, so
kann man die dadurch entstehenden Fehler auch ohne Kenntniss der
Grissen d und g, deren genauer Bestimmung grosse Hindernisse im
Wege stehen, zwar nicht ganz wegschaffen, doch ihren Einfluss sehr
verkleinern, wenn man das Prisma um 180° — ¢ dreht. Dadurch
wird der Einfallswinkel auf der zweiten Seite des Prisma’s wieder «
und der Fehler dem frilheren beinahe gleich und entgegengesetat
bezeichnet, wie man leicht nachweisen kann.

§. 2. In der Praxis kommt dieser allgemeine Fall selten vor; man
gibt dem Prisma gewdhnlich eine solche Stellung, dass der Einfalls-
winkel einen speciellen Werth erhilt, der die Formel vereinfacht.
Unter diesen speciellen Werthen verdienen zwei eine besondere Be-
riicksichtigung, und zwar: ‘

I. Derjenige, bei welchem der Strahl die erste Prismenfliche
senkreeht trifft; fir ihn ist

o ==)
A=0
=7
0=w-+ ¢,
also
sin (o
)] 1,,__%@___

Was den Einfluss der Fehler auf den Brechungsexponenten
betrifft, so findet man durch Substitution des speciellen Werthes
2 =10 in die fritheren Formeln :
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1. Fiir dic Beobachtungsfehler

M= (p 1 ) sin (¢ + o) da

n sin? @

(20 + 2
sin ( 5o‘+ w) o
2n sin? @
sin (2¢ + 2w)
————— —ncot de.
+ [ 2n sin¢@ g¢ ¢
Letzterer Ausdruck lisst sich dadurch sehr vereinfachen, dass
man in ihm den eben (1) angegebenen Werth von » substituirt. Nach
allen sich dabei ergebenden Reductionen wird

cos o —cos (¢ + w) A
sin @

dn=

cos (¢ + w) do

sin @

sin

sin® ¢

Man sieht hier unter Anderem auf den ersten Blick, dass die
Fehler im Allgemeinen desto kleiner werden, je grosser der bre-
chende Winkel (p) des Prisma’s ist, was sich im Grunde wohl be-
greifen lisst.

2. Wegen Nichtparallelismus der Deckplatten hat
man folgende Correction anzubringen: '

cos (¢ + w)

stn @

dn =& cotg ¢ + & —n(ps + ps) cot @

& = VP

Vo2 _gin? (o0 + ¢)

Caa cos (o +¢)

e
Der Einfluss dieses Fehlers lisst sich, wie wir gezeigt haben,
durch Umkehren der Platten beseitigen.
3. Den Excentricitiatsfehler hat man bei der Bestimmung
des Einfallswinkels gar nieht zu beriicksichtigen, indem er hier, wo
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man letzteren nieht dureh direete Messung sucht, wegfillt. Der
Scheitel des Deviationswinkels liegt in diesem Falle an der, der
Lichtquelle abgekehrten Wand des Prisma’s und man kaun denselben
daher leicht zum Zusammenfallen mit der Umdrehungsaxe des Fern-
rohres bringen, dadureh, dass man sieh eine Linie durch dieselbe
markirt und eben jene Wand daran stellt. Fillt dieser Umdrehungs-
punkt nieht mit dem Centrum des Limbus zusammen, so kann man,
wenn das Instrument nicht zwei Nonien besitzt, die dadurch resul-
tirenden Fehler ganz so, wie es friither angegeben worden, verkleinern.

Il. Derjenige. wo man das Prisma so stellt, dass das Mini-
mum der Deviation eintritt?). Dies geschielt, wenn

2

=0
B=r
also
a =5 (w4 @)
B==¢

ist. Dann wird
sint(w + @)

= sint e

Der Einfluss der versehiedenen Fehler ist auch hier leieht ge-
funden. wenn man in die allgemeinen Formeln diese speciellen
Werthe einfiihrt.

Die fiir Beobachtungsfehler geltende Gleiehung ver-

einfacht sich wieder bedeutend, wenn man 7 mittelst der dafiir ge-
gebenen Formel daraus eliminirt; sie nimmt dann folgende Form an:

cos (q t u’) sin ( )
— iy —
2sin (—?}) 2 vzm( )

Auch hier erweist sich ein grosser Breehungswinkel des Pris-
ma's als vortheilhaft. Allein diese Gleichung ist in einer anderen
Beziehung sehr lehrreich ; sie zeigt eine Eigensehaft dieser Stellung,
deren Vorhandensein ihre Brauchbarkeit zu genauen Untersuehun-
gen begriindet; es ist die. dass ein kleiner bei der Einstellung auf

(2)  du—=0.da+t

1) Beizufiigen wire noeh, dass der Gebrauch eines Collimatenr sehr grosse Vor-
theile gewiihrt. indem hier z. B. die Sehwankungen des lnstrumentes, herheigefihrl
dureh die Nibhe des Beobaehlers ete. ohne Nachtheil fiir die Beobachtung sind.
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das Minimuin der Deviation begangener Fehler auf den Brechungs-
exponenten gar keine Wivkung ausiibt. Es ist nimlich bei die-
ser Beobachtungsmethode der Natur der Sache nach jener Punkt. wo
das Minimum der Deviation eintritt, nicht genau zu bestimmen; dicse
Formel (2) zeigt uns aber, dass dies ganz ohne Einiluss ist.

Das hier gewonnene Resultat, dass innerhalb gewisser Grenzen
der Einfallswinkel bei der Bestimmnung des Brechungsexponeuten
ganz gleiehgiltig ist, folgt, so paradox es fiir den Augenblick scheinen
mag, von selbst, wenn man die dabei cintretenden Verhiiltnisse le-
viicksichtigt. Man heobachtet niimlich derart, dass man den Limbus
mit dem Prisma so lange dveht, bis das Spectrum seine Lag e nicht
mehr indert t), Sucht man nun wit dem Fernvohre genan jeuen
Punkt zu bestimmen, wo das Minimum der Deviation eintritt, d. h.
jenen Punkt, wo das Spectrum die Richtung seiner Bewegung beim
Fortdrehen dndert (umkehrt), so findet man, dass eine der Brew-
ster'schen Linien, z. B. die ©, bei einer geringen Drelung des Lim-
bus (also auch zugleich des Prisma’s) ihre Stellung gar nicht dndert.
d. h. unverriickt am Fadenkreuze stehen bleibt. Es scheint also
auf den ersten Blick, dass dieser Umstand eine betriichtliche Un-
sicherheit der Beohachtungen involvire, allein dem ist nicht so. Es
indert sich nimlich die Grosse des Deviationswinkels, auf welchen
es hier allein ankommt, bei einem Vorwirts- oder Riickwirtsdrehen
des Limbus, weleher das Prisma triigt, gar nicht, so lange nur die
Linie sich nicht geradezu vom Fadenkreuze entfernt 2). Man begreift
zugleich, dass es ein blosser Zeitverlust ohne Vermehrung der Ge-
nauigkeit wiire, wollte man jede Linie einzeln ins Minimum der
Deviation einstellen; es geniigt, dies fiir eine der mittleren zu thun.

2. Der Nichtparallelismus der Deckplatten bewirkt
folgende Anderung des Brechungsexponenten:

cos m+m)
An=7—(—)($, )———ncntq( )[p,—l-p]

') llat man das Fernrohr bei Beginn der Beobachtung aunf die Lichtquelle eingeslellt.
so erscheinen die Linien im Speclrum nur dann scharf, wenn das Minimuww der

Devialion gerade erreicht ist.

2) Dieses Drehen des Limbus hat nur eine Verschiehung des Nulipunkles der Thetlung
zur Folge, dessen Lage aher bei Beobachtungen, wo man einen Winkel aus der
Dillevenz zweier Ablesungen bestimmt, gleichgillig ist.
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'/ v — sin® (vw ; LP)

1= 1

cos (w _: (?)

‘/ v?— sin? (w j "D)

= 4z

w4 o
oS (_2_')

Ny

also einfacher:

dn =

[v v —sin? (5" I ‘”) — n cos (—j—)] (o1 + 2)-

1
2 sin (-:)
Die Beseitigung dieses Fehlers ist bereits angegeben worden.

3. In Betreff der durch exeentrische Stellung entstehenden
Fehler ist zu bemerken, dass man hierbei den Einfallswinkel nieht
zu beriicksichtigen hat, weil man die Stellung, wo das Minimum der
Deviation eintritt, unabhiingig von jeder Messung sucht. Den Schei-
tel des Deviationswinkels kann man leicht in die Umdrehungsaxe des
Fernrohres bringen; derselbe liegt ndmlich in einer den Prisma-
winkel halbirenden Linie. Um ihn also in die Umdrehungsaxe des
Fernrohres zu bringen, hat man nichts zu thun, als dureh dieselbe
eine Linie zu ziehen und mit ihr diejenige in Coincidenz zu bringen,
welche den Winkel des Prisma’s halbirt. Die Bezeichnung dieser
letzteren Linie geschieht am einfachsten durch je einen Strich an der
vorderen und hinteren Fliche der Metullfassung des Prisma’s; eine
kleine etwa iibrig bleibende Ungenaunigkeit in der Bestimmung dieser
Halbirungslinie kann man noch dadurch wegbringen, dass man bei
einer zweiten Beobachtung das Prisma um 1800 wendet, wieder auf
die Linie durch die Umdrehungsaxe des Fernrohres stellt und die
Marken an der Metalifassung mit ihr in Coincidenz bringt. Dadurch
kommt der Scheitel des Deviationswinkels einmal rechts, dann eben
so weit links von der erwihnten Linie zu stehen, und es fillt im
Mittel von je zwei solchen Beobachtungen der begangene Fehler
weg. Dies Verfaliren ist um so mehr anzurathen, als man ohne das-
selbe und die frither angegebenen Correectionen ganz gewiss nar
eine illusorische Genauigkeit der Beobachtungen erzielen wird. Auch
wird dadurch der eigentliche Exeentrieititsfehler, nimlich der durch
das Niehtzusammenfallen der Undrehungsaxe des Fernrohres mit dem



in den Anderungen der Dichten und Brechungsexpouenten ete. 609

Centrum des Limbus entstehende, soweit eliminirt, ais es ohne
Ablesen an zwei entgegenstehenden Nonien moglich ist.

Aus dem bereits Gesagten ergibt sich daher, dass die Beobach-
tang durch Minimum der Deviation nicht nur eben so genaue Resul-
tate bietet wice die durch senkrechte Incidenz, sondern auch noch
weitere Vortheile gewithrt, welche nicht leicht von einer anderen
erreicht werden diirften.

Zum Schlusse geben wir in einer kleinen Tabelle fiir einen
Prismenwinkel ¢ = 45¢ (der Fall, bei dem wir beobachteten) den
Einfluss der Beobachtungsfehler bei der Minimalstellung auf die
Grisse des Brechungsexponenten. Sie ist so eingerichtet, dass dow
und 4y in Minuten ausgedriickt werden miissen,

n= w = N =
i-1 4° 4T-4 0:000345 Awy — 0000042 Ayp
1-2 0 404 0:000338 Aw — 0-000084 Ay
ilog 14 40-0 0:000330 Ay —- 0-000127 Ay
14 19 47-4 0:000321 Ay — 0-000171 Ay
1-5 25 38 0:000311 Awx — 0°000216 A9
16 30 30-6 0:000301 Aw — 0000261 Ay
1-7 36  10-0 0-000289 Awy — 0-000308 Ao
1-8 42 4-4 0-000276 Aw — 0000357 Ay
il o) 48 17-2 0-000261 Aw — 0000407 Ay
2:0 54 52-8 0-000243 Aw — 0:000458 Ag

IL.

Die Brechungsexponenten der Salzsiure wurden an demselben
Goniometer bestimmt, an welchem friiher dieselben bei Schwefel-
und Salpetersiiure gemessen worden waren. Auch die Dichten der
Mischung bestimmten wir mit demselben Dichtenapparate; nur
wurden, um die Mischung miglichst genau zu haben, von jedem
Concentrationsgrade mehrere Mischungen ausgefithrt; von jeder
einzelnen aber sowohl die Dichte als auch die Brechungsexponenten
ermittelt. Zur Bestimmung des letzteren bedienten wir uns bei allen
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Messungen eines und desselben Prisma’s, dessen brechender Winkel
durch so zahlreiche Beobachtungen bestimmt wurde, dass er schwerlich
um 0°1 Minuten fehlerhaft sein diirfte. Er ist

@ = &30 957"

Um ferner den Einfluss aller angegebenen Fehler auf den Bre-
chungsexponenten so viel als miéglich zu eliminiren, bestimmten wir
denselben aus jeder Mischung bei einer doppelten Stellung des
Prisma’s; bei der ersten Stellung (4) stand die brechende Kante
links (nachdem man auf's Minimum eingestellt hatte); nun wurden
alle Deviationen bestimmt, hierauf das Prisma zernommen, sorgfiltig
gereinigt, die Deckplatten in der umgekehrten Lage darauf gelegt
und die Kante nach rechts gewendet (8). Dadurch erhilt der vom
Nichtparallelismus der Deckplatten lherriihrende Fehler das entgegen-
gesetzte Zeichen, fillt somit weg, und die Excentricititsfehler
werden so viel als miglich herausgeschailt in der Art, wie es S. 16
angegeben wordeu ist. -

Der Erfolg dieser Art zu beobachten zeigt sich ganz. deutlich
in der weit hoheren Genauigkeit der numerischen Werthe der
Brechungsexponenten ete. fiir Sulzsiure, welche es uns ermoglichten,
daraus jene Schliisse zu ziehen, welche weiter unten folgen werden.

Beobachtet man ohne Umkehren des Prisma’s und ohne Messen
der Deviation auf beid en Seiten, so wird man sehr haufig bei ver-
schiedenen Beobachtungen eine Art Wanderung der Zahlen wahr-
nehmen t). Die Brechungsindices z. B. von % werden denen einer
zweiten Beobaehtung von B genau entsprechen u. s. w., so dass man
auf die Yermuthung kommt, man habe die Linien vertauscht. Dies
ist aber nicht der Fall, sondern der Grund der Erscheinung liegt
ausserhalb des Beobachters. Es ist nimlich, wie man leicht zeigen
kann, die Summe aller oben angedeuteten Fehler in unserem Falle
etwa 3'—4', Nun betriagt uber der Abstand einer Brewster'schen
Linie von der anderen fast genau ehen so viel, der Erfolg ist also der-
selbe wie ein Verriicken der Linien um Eine derselben vor- oder
riickwirts; mit anderen Worten, es stellt sich eine Wanderung der
Zahlen ein.

1) Wir glauben hier die richlige Ervklirung cines Phiinomenes gegeben zu haben. das
uns bei Schwefel- und Salpetersiiure sehr viel Nachdenken und Vermuthungen
kostete,
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Die Brechungsexponenten wurden ibrigens, wie man aus den
folgenden Tabellen ersieht, nicht aus jedem Deviationswinkel ge-
rechnet, sondern aus dem Mittel simmtlicher (5) Beobachtungen jeder
einzelnen Stellung, weil sich dadurch die Beobachtungsfehler am voll-
stiindigsten eliminiren.

Die Beobachtungsmethode war im Allgemeinen, ausser den oben
erwithnten Umkehrungen und den mehrfachen Mischungsbestimmungen,
dieselbe wie bei der fritheren Arbeit iiber Schwefel- und Salpeter-
siure.

Am Schlusse wurden noch die Mittelwerthe einer Beobachtungs-
reihe an Salmiaklosung hinzugefiigt, welche auf dieselthe Art und aus
derselben Zahl einzelner Beobuchtungen erhalten wurden, wie die
bei CI.H angegebenen. Nur die Bezeichnung der Spectrallinien ist
in so ferne geiindert, als das Erste hei der Salmiaklosung sich
zeigende Liniensystem wieder mit % bezeichnet wurde. Auch suchten
wir alle Beobachtungen unter nahezu gleichen Temperaturen aus-
zufiihren, um von den dureh dieselben bewirkten Anderungen in
Dichten und Brechungsexponenten unabhiingig zu sein.

Sitzb. d. mathem.-nalurw. Cl. XXXHI. Bd. Nr. 29. 43
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TAB. 1.

Destillirtes Wasser.

oI 0 - N
Femp. oy Wy we mp wG 2% Ny Ne Nop Ne N3
Stellung A:
(1 160 20-07 160 225" 160 25-07 160 28-5" 169 310 169 32-5" . ) . . . .
16 210 16230 16 260 16 29-0 16 81-3 16 32-3 . . : . . .
230 16 213 16 235 16 253 16 290 16 31-0 16 33-0 a . i . . .
16 195 16 280 16 250 16 275 16 30-3 16 33.3 . . . . . .
16 19-0 16 21-3 16 240 16 26-0 16 293 16 310 3 . . . . i
169 20-2" 160 22:7 160 2517 160 28-0’ 160 307" 160 32-5 1:3313 1-3324 1-3832 1-3340 1-3349
Stelluug B: N
160 22+5" 160 245/ 160 27-0" 16" 30- 160 3307 . . o . . .
16 22-0 16 240 16 27 16 30-0 16 320 16 343 . R . . . B
16 16 26-5 16 29:0 16 31-0 16 323 16 355 . . . . . .
16 16 26-3 16 29-0 16 310 16 340 16 370 : R . o . .
_ 16 253 16 275 16 30-0 16 313 16 343 16 375 . . . 5 . .
f P .
Mittel: _ 160 237" 160 23-8" 160 28-5" 169 30-8" 160 33-2 160 339 1-3326 1-3333 1-3342 1-3349 1-3357 1-3366
Mittel ans 10 Beobachiungen: 1-3321 13329 1-3337 1-3344 1:3353 1-3360
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TAB. {lf.

0:2 Concentration.

Weiss Untersachangen iber den Zusammenhan

Temp. Dichte my (DY [O15 W )G (D% (ST Ny Ng Ng Np Ng Ni Ng
Stellang
10200 [170 18+0" | 170 21-0" | (70 23-5' | 170 260" | 170 29:07 | 170 315" [ 170 3%-57 o o o o . .
103935 17 16-0 [17 195 |17 22-3 (17 285 |17 285 |17 315 |17 335 . . . . . . .
260 (. 10415 |17 16:5 [ 17 195 |17 230 {17 17 270 |17 So0-0 [17 33-0 . o 5 . 5 5
17 155 |17 17 17 17 26-5 117 305 [17 325 . B . . . . .
_ 1-04%03 |17 17-0 [17 17 17 17 275 |17 29-0 |17 328 . . . . B o o
| [
Mitiel : _ 10806 170 16-17 [ 170 19-7" | 170 22:47| 170 m».z._ 170 277/ [ 170 30-5" | 170 33-27| {-3499 1-3508 1-3516 13525 1-:353% 1-3543
| )
Stellung B:
1-0%00 170 43:07 [ 170 21-0" | 170 24-0" | 170 260’ [ 17" 29-87 [ 170 33-0' [ 170 36-0’ . . . . o . .
1-03935 (7 46-5 117 2000 [17 230 [17 25-5 [17 285 [17 323 |17 $86-0 o . . . . . .
260 €. 413 17 20:5 (17 230 [17 233 |17 275 [17 310 [ 17 3 17 36-0 . o o . . . .
1-04135 17 190 |17 225 [ 17 25-8 [17 26:5 |17 29-0 {17 323 [17 348 . . o . . o .
1-:0403 117 20-0 ,:q 240 |17 23-3 |47 25-3 |17 285 |17 32-0 [17 333 . o o . . . -
| ]
Mittels -|  1-0%06 | 170 1587 | 130 20+3" | 170 243" | 150 262/ [ 170 29-3" | i70 32:7/ [ 170 35.2'| 1-3505 1-3514 1-3523 1-3529 1-3539 13551 1-3558
|

Ad. Weiss und Edm.

Mittel aus allen 10 Beobachiungen: 1:3502 1-3311 1-3519 1-3527 | 1-3538 | 1-3546 | 1:3555
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(; 1 ﬁ Ad. Weiss und Edm. Weiss, Untersuchungen iiber den Zusammenh

0+4 Concentration,

TAB. V.

Temp. liehte Wy Wy (513 W (DTS 2F1 (DT 7<e Nz Ne 7% N
Stellung A:
1-0750 [ 180 10-0" 180 13.5" 180 19-07 [ 180 24- 180 290’ o o B o o o .
1-0770 {18 105 {18 13-5 (I8 130 [18 18-0 {18 210 |18 25-0 |18 28-0 . 5 o o . 5 o
240 @./ 1:0785 |18 110 (S 140 | 18 17:5 [18 205 [18 ¢35 [ 18 27-0 |18 31-0 . . 5 . o .
1-0760 |18 113 118 150 A, 18 16-3 [ 18 190 {18 210 {18 24-0 [18 26-0 o . . 5 5 .
1-0775 |18 10-0 [1S 145 18 175 (18 20-5 |18 235 [18 265 [18 285 . . . ° . 0 .
Mittel : 1:077% [ 180 10-6" | 189 L4-17 | 18® 16-67 [ 180 19-47 [ 180 2217 | 180 25-6 | 180 1-3673 1-3684% 1-3692 1-3701 15710 1-3721 1-3730
Stellung B:
1-0780 | 180 13-07 | 189 15-5" | 180 18-0" | 180 20-5' | 180 23-5"| 18® 270" | 180 30-0" . o . J o o 5
1:0770 |18 140 |18 16+3 |18 185 |18 215 |18 245 |18 28-0 |18 . . . o . °
240 ¢, 1-0585 LS 13-0 [18 15:5 [18 18-0 [18 20-0 [18 22-5 [18 25-5 [ 18 29-0 . « . 8 o ° o
1-0760 18 12:5 [18 15:0 {18 170 |18 19-5 [1S 22-5 [ 18 26-5 [18 30-0 . . 5 o s
1:0775 |18 13-5 |18 17-0 {18 20-0 |18 22-5 {18 18 280 ;1S 32-0 . o 5 o 0
Mittel : 1-0774 | 180 13-2’ [ 180 15-9" | 180 18-3| 180 20-8’ | 180 23+6/ [ 180 27:0' [ 180 30-5/ 1-3681 1-3689 1:3697 1:3708 1:3714 1:3725 1-3737
Mittel aus allen 10 Beobachtungen : 1-3677 1-369% 1-3703 1-3714 1:3723 13733
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TAB. VII.

0:6 Concentration.

Ng

Tewp. | Dichte g w6 Wy o) o) ey Ny Ng Ne Na

Stellung A

E

H

&

Z

S 5

I.m (80 39-07 [ 190 1-5' | 190 6-0" | 190 190 11-537| 190 14-5' | 190 180" . . . . . . .
" !

m 1-130 |19 05 |19 Y 65 [ 19 v.u“:. 12:0 |19 133 [ 19 183 0 B . 5 . . o
"M 260 C. 11140 | I8 570 [19 00 *:. 55 [ 19 ....;:ic H-5 119 155 |19 17-3 s o . . 5
..Ww L1140 118 893 | 1Y 15 119 19 6:5 |19 100 [ 1Y 153 [ 19 163 s o . . .

= Ul 1130 |18 57-5 1 (19 70 [19 105 |19 140 |19 1708 . . . . .

Z

”u Mittel: 180 589" | 190 (-4 | (90 4.9’ T 199 1117 190 1467 (190 17-6'] 1:3828 <3836 1-3547 1.3867 1:387 1-3888
=

3

v Stellun 3

W L1135 [190 40" ) 190 7-0" | 190 1107 [ 190 {4-0" | 190 1757 [ {99 20-0 | 190 22.57 . . B . . . .
=

- 1-1130 (1Y 35 | 1Y i 19 135 119 175 |19 20-5 |19 23-0 o o . . B

..rw 260 C. rtso |19 223 (19 19 19 12-0 |19 150 |19 (9-0 {19 22-0 . ° 5 5 . . °
b L-1t4o [19 5-5 (19 80 |19 19 16:0 {19 Y0 |19 20-5 [19 2%-0 0 . . . . . o
- 11130 {19 19 & 19 10-5 |19 143 |19 18-0 [19 195 [ 1Y 220 o o 5 . . . .
-

2 Mittel: L0135 [ 190 467 (190 7-17 [ 190 10-6" | 190 14-07| 190 154" | 190 19-9" [ 190 22.7'] 1.3830 1-3859 1-3867 1-3877 1-3 1:3906
=

o Mittel aus aflen 10 Beobachtungen: 1:3839 13848 | 1-3857 13867 1-3878 1-3887

-
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TAB. 1X.

0'S Concentration.

Ns Np N¢ N

Dichte oy 3% o) W AT ) g Ny

ber den Zusammenhan

gen ii

Stellung
19475 {190 48-07| 190 505’ 190 53:0" | 199 190 59-0" (200 3.5’ 200 7.0’ . . . o o . .
11480 119 47:0 119 49-0 (19 53-3 |19 575 (20 15 [20 5.0 [20 8§35 . . . o o o o
240 C. L1470 |19 49:0 |19 5t-0 [ 19 53-5 [19 57-0 [20 03 (20 40 |20 80 o . o { 3 5 o .
1-1490 {19 43-5 [19 49-5 |19 513 | (9 545 [20 20 35 |20 75 . - o . o o

11485 |19 47°0 [19 505 | 19 545 |19

20 20 {20 5-

@

Untersuehun

i |
Mittel 1-1480 | 190 47-37 | 190 50-1’ | 190 uu.a,,:co 56:77 1200 01" 1200 3-6'|200 7.3’ 1-3983 1-3992 1-4003 1-4013 1-402% _ 14033 _ 1-4047

eiss.

Stellung B:

L1475 [ 190 50-0" [190 54:0° [ 199 56:57 (200 0.0’ | 200 4.0’ [200 S-07 200 1.5’ o 5 o 5 o .

1-1480 {19 49:5 [19 543 {19 56-0 |20 20 45 |20 83 {20 12-0 . . . o o o o
240 C.0 | 1+4470 |19 51-3 [19 550 [19 3783 |20 05 |20 5-0 [20 S35 [20 10-5 5 . . . . i z

1-1490 |19 19 ) 119 595 {20 20 60 |20 95 [20 11-0 0 5 . . . R .

1-1485 |19 19 550 |19 583 [20 20 |20 5:0 120 90 |20 140 5 . 5 g . 5 5

Mittel : 1-1480 190 54-9’ 200 4.97 200 118" 1-3997 1:4007 1:3016 1-4027 1-4039 1-4050 1-4061

O Ad. Weiss und Edm. W

)
~

Mittel aus allen 10 Beobachtungen : 13990 1+4000 | 1:4009 | 1-4020 | 1-4082 1:4042 1-40%

(5
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in den Anderungeu der Dichten und Brechungsexponenten ete.
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ntersuchungen iiber den Znsammenhan

dm. Weiss,

I

Weiss ungd |

Ad.

Al XI
Concentrirte.
Temp. | Dichte oy s wD s Wy Ay Na Ny ]
0 _
39-57 [ 200 43-07 {200 46-5 [ 200 51:0"[200 545|200 59-5 o o
385 |20 41-3 |20 45:0 |20 485 20 56-0 .
230 39-0 120 42:5 |20 45-5 (20 49-0 20 56-0 . o
8535 (20 39-0 [20 43-5 |20 47-0 |20 505 [20 540 o .
\ ile 380 120 1.0 (20 445 [20 473 |20 20 543 .
Miltel : 11825 3817|200 41-4 | 200 45-07 [ 200 486’ 200 56-0'| 1-413% 1:41435
B:
{ 1:18335 43:07 1200 45-5"{ 200 495’ [ 200 53-0’ | 200 57-0’ | 210 0-0’ 5
1-1830 40-5 120 445 [20 485 |20 52-0 (20 333 |20 593 . - ‘
230 ¢ 1-1820 20 4%5 |20 485 |20 51-5 (20 35%-0 (20 573 o ° 1
1-1815 43-3 |20 46-5 |20 50:0 |20 545 {20 59-0 |21 23 o o _
\ 1-1823 445 [20 47-5 (20 4i 20 530,120 59-0 |21 25 . o
Mitlel: 11825 200 426" | 200 45-771 200 496" [ 200 55-27 [ 200 371/ | 210 04| 1-4148 1:4159
Mittel aus allen 10 Beobachtungen: 14141 1-4152 86




i on Ande s bi Qo q o e DX
in den Anderungen der Dichten und Brechuugsexponenten e, 0623

A. Mittelwerthe fiir Sanlzsiiure und Wasser.

(-0 230 C. 1-1823 1-4141 14152 1-4162 14173 1-4186 1-4197 1-4208
ny 23 1-1653 14066 1-4077 1-4086 1-4097 14110 1-4120 1-4133
08 24 11450 | 1-3990 [-4000 1-4009 | 1-4020 1:4032 1-4042 1-405%
07 ! 2% 1-1314% 1-3920 1:3929 1-3939 1-3949 | 1:3960 1-:3969 1-3981
0-6 26 1-1135 1-3839 1:3848 1-3857 1:3867 ‘ 1-3878 1-3857 1-3897
0-5 24 10954 1 1-3765 1-:3774 1-3783 1-3793 1-3803 1-3812
0-4 24 10774 1-3677 1-3656 1:36935 1:3703 1:8714 1-3723 1:3733
0-3 23 [-0595 | 1:3590 1-3600 1-3610 1:3617 1:5627 1-3637 1-3645
= 26 1-0406 1-3502 1-3511 1-3519 ! 1-3527 1-3588 1:3346 1-3555
[y} 25 1-0210 1-3413 1-3%21 1:3430 1-3437 ‘ 1-3447 1:3455

0-0 23 1-0000 13321 1:3329 1-3337 1-3344 13353 1:3360

B. Mittelwerthe fiir Salmiaklésung.
toneen= 1 5o, | Dichte | Ny N No No Ne N;

tration

1:0 1603 C. 1-0710 1-:3809 1:3818 1-3827 1-3837 13846 1-3854
09 16 1:0676 1:3765 1-3774 1-3782 1:3790 1-3799 1:3807
08 17 1-06%1 1:3732 1:3741 1-3748 1-3787 1:3766 1-3776
07 16 1-0540 1:3656 1-36635 1-3673 1:3682 1-3691 1-:3700
0-6 16 1:0470 1-3617 1:3625 1-3634 1-3643 1:3652 1-3661
0-3 18 1-0414% 1-3567 1-3577 1-3386 1:3595 1:3602 1-3609
0-% 20 1-0340 1-3527 1-3535 1-3543 1-3550 1-3557 1:3566
03 18 1:0271 1-3477 1-3485 1:3492 1:3501 1-3510 1-3518
2 19 1-:0200 1-3426 1-3434 1-3441 1:3450 1-3458 1-3466
0-1 19-5 1-0098 1-3383 1-3392 1-3399 1:3406 1-3413 1-3420
0-0 20 1-:0000 1-3313 [-3320 1-3327 1:3335 1-3343 1-3351

Aus den Werthen der vorstehenden Tabellen suchten wir nach
den schon ofter gebrauchten Formelu:

N U dyF+radys —(vy 1) D
0=

¥y T3 D

Y N(vy+vefrgved)— (v g +12 02)

Ty Ny Tg Np



024 NCWeissund Edne Weiss. Untersuchangen iber den Znsammenhang
Y vy dy+ v do — (g +v0) D) 1y Mo
0 N(vy+ e + vy v20)— (v #y + va na) D
oder den synietrischeren:
) N(vy dy F g da ) D(ry vy + 5 1y)
ry v iy oty D)
& rydy+ vado— (v + 1) D
—a—————— ————— . N,

/. N(vydy+reads)y—D(ry 1yt I'g‘llg)

die Werthe von ¢ und #. Folgende Tabelle enthilt cine Zusammen-
stellung derselben.

Werthe der o und ¢ fiir alle Concenirationsgrade der Salzsiiure.

. |
foneen g by | s s 0z O 3 i iy
0y —0-0100 00034 —0-0032 | — 0-0036 l — 0-003% | —- 00032 l — 000335 l “0-003%
08 [— 00109/ —0-0038 | — 0:0039 | — 0-0041 | —0-0039 | — 0:0039 |- 0-0040 | — 0-003Y
0-7 —0:0154] —0:0050 [ — 00053 | — 0-0032 | — 0-0051 | — 00053 00053 | — 00052
06 —0-0147] — 0-0050 \ — 0-0052 | —0:0052 | —0-0051 | —0-0032 |— 00033 ! — (0052
0-5 — 00151 —0-0060 | —0:0039 | — 00059 | — 0:0059 | — 0-0061 0-0059 | — 0-0039
04 — 00170 —0:0062 | — 00062 | — 0-0062 [ —0-0063 | — 0:0062 00061 |— 0-0062
0:3 —0:0214] — 00096 | — 0-0093 | — 0 V0YO | -0:0092 | — 0-0093 ;#l)-UUSS 0-0092
(1R, —0:0246] —0-0120 | — Q0119 | — 0 0120 : — 0120 { —O0-0t15 |— 00113 |- 0-0118
0-1 —0'029‘)L— 00154 — 0-0153 [ — 001351 | —0-0133 | — 0-0150 = 00150 |—0-0152
|

Werthe der 0 und ¢ fiir alle Concentrationsgrade von Sahmiaklésung.

- 1
(,t(l);xlf::‘l‘l ¢ 0*)1 63 65 5 Og 9@ ’ 6,‘ exm
i
]
0-9 — 0-0383| — 0-0254 | — 0:0253 | — 00238 j 00269 | —0-0268 | — 0-0267 — 0-0262
0-8 —0:042Y9( — 00245 | — 00243 | — 00249 ‘ —0-0251 | —0-0250 |— 00243 |— 0-0247
07 —0-0194| —0-0153 | —0:015% [ —0-0155 | —0-0155 | —0-015% |— 0-0152 |— 0-015%
0-6 — 00175 —0:0113 | — 00416 | — 0-0114 | —0-0414 | —0-0113 |—0-0111 [—o-011%
(189 — 00227 —0-015% | — 00150 | —0-0148 | —0-0147 | —0-0151 [— 00153 [ 0-0151
04 | —0-0226] —0-0131 | —0-0136G | —0-0130 | —0:013% { —0-0137 |— 0-0134 |— 0-0133
03 —0-0269) —0-0158 | —0-0157 | —0+04538 | —0:0157 | — 0-0135 [— 0-0155 [—0-0{57
0-2 —0-0355[ —0-0212 | —0-0211 } —0-0212 ] —0-0210 | — 00210 |— 00241 |— 0-0211
0-1 — 0:0297 .




in den Anderungen der Dichten und Breehnugsexpouenten ete. (;‘ r;

N
Mittelwerthe der g fiiv alle Concentrationsgrade der Salzsiiure,

Concen- s 8 3 8 8 & S
tration [ [ e 'S e [ ([P
0-9 2:98 315 2:74 2:9% 3-16 2-83 2:97
0-8 2-88 2-78 2-63 2-82 2:77 273 2:78
0-7 3-05 290 e 3-01 2-88 2275 2:93
06 REYD 2-83 281 2-87 2:83 2:77 2-84
05 2-54 2:38 2-58 2:58 2-49 258 2:56
04 2-76 2-74 2:77 271 2-74 279 2:76
0-3 2:23 2:30 2-39 2-31 2-30 2-42 2232
0-2 2-03 2:08 2-06 2:06 244 2-15 2-09
0-1 1-94 e 1-98 1-95 200 2-05 1:97

Mittelwerthe der % fir alle Concentrationsgrade von Salmiaklisung,

Concen- 3 3 3 3 3 3 3

tration T O B b b s [
0-9 1-51 1-52 1-49 1-43 1-44 1:45 1-47
08 135 1-76 1-72 171 172 1-76 1-72
0-7 1-25 1-26 1-26 1-25 1-26 1-28 1E26
06 1-55 1-51 1-54 1-54 1-55 1-58 1-65
0-5 1-47 1:51 1-54 1-34 1-51 1-48 1-51
0-4 1-73 1-73 1-74 1:69 1-65 1-68 1-30
0-3 1-70 e i-70 1-71 1:73 1-74 172
0-2 1:67 1:69 1-68 1:69 i-69 1:69 1:69
0-1 .

Man sieht aus diesen Tabellen, dass sich die Salzsiure ganz
anders verhilt als dic frither gemessenen Siuren 1). Das Verhilt-

_niss —g— ist variabel und schwankt nicht mehr um die Zahl 2; doch

sieht man deutlich ein Abnehmen dieses Verhiltnisses gegen die
niederen Concentrationsgrade. Auch die ¢ und ¢ nehmen, ganz ver-

1) Sitzungsberichte, XXX, S. 389.



G20 Ad. Weiss und Edm. Weiss. Unlersuchungen iiber den Zusammenhang

schieden von den friilheren Beobachtungsreilien, bei den nicderen
Concentrationsgraden zu und die # zeigen nur in letzteren eine
Abnalime von einer Linie zur anderen, wibrend in den hiheren
sogar eine bestindige Zunahme stattfindet.

Um nun die Veriinderungen, welche alle angegebenen Zahlen
durch die miglichen Fehler der Beobachtung ervlitten haben kéuuen,
zu ermitteln, bedienten wir uns derselben Formeln, welche in der
frihieren Abhandlung angegeben wurden; sie lauten nach einigen
weiteren Transformationen, durch welche sie in vieler Hinsicht zur
Berechnung bequemer werden :

D—dy dy—1D - 1 ,
Jo= —— v, — —— dvy + ——— |v, Jd, v, dd, | —
vy D ! 22 D 2 vyt D [ vddy e “J
vy + ve + Ovy 1y
e )/}
e D
iy D— Ndy Ndy—u, D N .
d6= Sy — v, -+ v ddy vy Jdy |—
v, 2y g D ! o2 uy ny DT vy vang iy I)[ oddhs A el

ﬁ’(ri + vy + Oy 12_) 1D

ry g Ny g D

14 ran,6 1 +egm 0
SN O = gl

iy lg Ny vy Ny Ny

¥y + s + Org s .
CIARET T T G TR

vy Tp Ny Ny

3 (3 D— Ndy) — (ng dy —ny dy) + (Ndy —ny D)
— ny ng D (vq vy 0)2

[vodo,— v dvo | —

N% — Ny iy i
— (e ddy + vo ddy — (vy + v + 00y 0.) A D]

vy vang na D

A+ rvem6) 5 (1 +vyn0)

() + va Oy 1)

N
0 ;
= Ay, — ——— . —N.
¥a 1y Na vy g Ny 2 wy Mo Iy s 2

Mit den in friherer Tabelle angegebenen Werthen berechneten
wir die Coé(ficienten dieser Differenzengleichungen und zwar die der
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A und 4 —g— fir die Linien A und §, weil betreffende Coéfficienten

wegen der bedeutenden Anderungen der # in den verschiedenen
Linien sich auch bedeuténd éndern. Man findet dabei Tabellen, wie
die S. 423 ff. der fritheren Abhandlung angegebenen, wobei wir
nur bemerken, dass bei Salzsiure wegen der Zunahme der & und #
von den hoheren zu den niederen Concentrationsgraden die grossten
Fehler nicht wie bei SO; und NO; in den niedersten, sondern in den
hichsten Concentrationsgraden begangen werden.

Wir fihren die ausfihrliche Discussion dieser Fehlergleichungen
nur an Salzsiure durch, um die Arbeit nicht zu sehr zu vergrossern,
und bemerken zu den Salmiaklosungen, dass bei ihnen, da die Ge-
nauigkeit der Dichten und Brechungsexponenten der bei Cl. H er-
reichten wenig nachsteht, die Contractions- und Retardations - Coéffi-
cienten aber weit grisser sind, die Beobachtungsfehler einen weit
geringeren Einfluss ausiiben.

-
S

Sttzb. d. mathem.-naturw. Cl, XXXII. Bd. Nr. 29.
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Salzsiure.

I . Tabelle I.
Die Fehler in 6:
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5

Weiss nud I

Ad.

5)8

~

>

Coneentration Ny ==
0-9 018 Aoy — 1-48 dey + 8°59 Ady -+ 0°95 Ady — 9-53 AD
0-8 020 3p; — 075 Ary + 435 Ady + 1:09 Ady — 5-43 AD
07 024 Ay — 051 Ay + 2:95 Ay + 1°26 Ady — 4:20 AD
06 0-28 Mg — 0-39 Avy + 2°24 Ad, + 1:50 Ady — 3473 AD
05 0-35 Aey — 032 8y + 1°83 Ad; 4 1:82 Ay — 3-G% AD
0-4 045 Ay — 0-27 Mgy + 1255 Ady + 2:32 \dy — 3:85 AD
03 0462 Apy —— 0-2% Ay + 1°35 Mdy + 315 Ado — 4-48 AD
0-2 0-96 Ary - 0-21 Mgy + 120 Ady + 4°81 Ads — 599 AD
01 { 2:06 Ay — 0:20 Apy + 1:08 Ad, + 9:80 Ay - 10-8G AD

(
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‘Tahelle XXK.

Fehler in 6 fiir das Liniensystem & des Speetrums:

Concentration

0-08 Azy ~~ 0-70 Apy + 6-39 Ad,
0-09 v, — 0-35 Ao, + 3-22 Ad,
0-114 gy — 0-24 Ap, + 2497 Ad,
0-13 ey — 0°18 A¢y, + 1+64 Ad,
0-16 3¢y — 0-15 2py + 1-33 Ady
0:21 Moy — 043 Apy + 112 Ad,
028 Apy — 0-11 Aey, +- 0-97 Ad,
048 Avy — 010 A, + 0-86 Ad,

0-96 Avy — 009 Az, + 0-77 Ad,

+ 071 Ady — 7-09 AD — 527 Any — 058 Any, 4 585 AN
+ 081 Ady, — 4-02 AD — 2-63 Ang — 0-66 An, 4 3:29 AN
+ 0:93 Ad, — w..ow AD —1+75 Ang — 0-75 Apy + 2°50 AN
+ 110 3de — 2-73 A0 — 131 An, — 0-88 Ang + 2:49 AN
T 133 0dy — 2:65 AD —1:03 an, — 103 Ang + 2:10 AN
+ 168 Ady — 2:99 AD — 087 Ang — 1-31 Any + 2-19 AN
+ 226 Ady — 3:22 AD — 075 Aug — 175 Any 4 2-50 AN
+ 343 Ady — 428 AD — 063 An, — 2:63 Any + 3°29 AN
+ 6:96 Ady — 771 AD — 0-38 Ang — 527 Ang + 585 AN
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Tahelle V.

fiir das Liniensystem § des Speetrums:

Concentration
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303 \d,

278 Ad,

240 Ad, +
291 N\d, +

274 Ady +

386 Pm\m T

262 My

224 Ady -
T

303 Ad,

+ 3026 AD — 4270 Any
+ 1397 AD — 1303 An,

98 v,b —
725 AD —
546 AD —
640 AN —
372 AD —
279 AD —

338 AD —

+ 4743 AN
+ 2252 AN

£ 1261 AV

1146 AN

+ 926 AN
+ 998 AN
+ 683 AN

+ 613 AN

+ 822 AN
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Um aus diesen Tabellen die Grisse des Einflusses der Fehler
z1 bestimmen, miissen wir zuerst den Werth der mit Jv, , Jo, , ...
hezeichneten Grossen kennen.

Bei jeder einzelnen Mischung kann man aus Griinden, welche
in der fritheren Abhandlung angegeben sind, nicht leicht um mehr als

T des ganzen Volums fehlen. Da wir aber bei Salzsiiure von jedem
Concentrationsgrade vier Mischungen machten, dann diese zusam-

mengossen und die so entstandene Mischung als fiinfte betrach-
q . 1 c
ten, kann man wohl sagen, dass im Mittel aller der Fehler sop Sewviss

nicht erreicht. Um aber den Einfluss der Fehler eher zu gross als
zu klein zu finden, setzen wir

Jdvy = 0:002

Jdv, = 0-002
Hat man m gleich gute Beobachtungen und geben diese fiir ein
und dieselbe Grosse nach einander die Werthe #n, , 7, . ... so ist,
wenn man

ny +ne +n3 4 ...
r =
n
und
M= (x—n)*+ (v—n)* 4 (v —n3)*+ ... ..

setzt, nach der Methode der kleinsten Quadrate der mittlere Fehter
Einer Beobachtung:
]

I3 == —_—

m

©w

>

der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels:

1 —_
M 1 ,—
e=y— . V—=—YN

m m

und daraus der wahrseheinliehe Fehler einer einzelnen Beob-
achtung :

— 2M

ra=pV2 . g = V—

r=p¥2. e L m

und cudlich der wahrseheinliche Fehler des arithmetischen Mittels:

r=pVT. e = L VI

m
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wo p aus der Gleichnng:

zu suchen ist. Man findet:
o= 0476936.

Wir geben hier den mittleren und wahrscheinlichen Fehler des
arithmetischen Mittels in den Dichten und Brechungsexponenten,
wobei, wie schon erwihnt, zu bemerken ist, dass von der Dichte je
B Beobachtungen, von den Brechungsexponenten aber 10 gemacht
wurden. Der Unterschied der Deviationen bei beiden Stellungen
(4, B) des Prisma’s wurde als nicht vorhanden betrachtet, und zwar
mit vollem Rechte, denn er riihrt nicht von Beobachtungsfehlern her,
sondern von anderen storenden Einflissen (Exeentricititsfehler ete.),
die sich eben durch diesen Unterschied aufheben.

Mittlerer Fehler in:

Cone'en- D iy Wy 21 wp Y3 Wy g

tration
1-0 | 0-0003 0-3 0-4' 0-4' 0-3 0-4 0.5 0-6
0-9 | 0:0003 0-4 04 04 04 0-3 0-4 0-3
0-8 | 0-0003 0-4 0-2 0-4 0-4 0-2 0-3 0-4
07 | 0:0003 03 0-3 0-4 0-3 04 05 0-5
0-6 | 0:0004 0-4 0-3 0-3 0-3 0-3 0:2 0-2
0:5 [ 0-0002 0-2 0:2 0-3 0:3 0-3 04 0-4
04 | 0-0003 0-2 0-2 0-3 0-3 0-3 0-3 0-4
0-3  0:0003 05 0-4 0:3 0-3 0:3 0-3 0-3
0-2 | 0-0003 0:4 0-4 0-4 0-3 0-3 0-2 0-3
0-1 | 0-0003 0-2 0-3 0-2 0-2 0-3 ()02
0-0 0-4 0-3 0-3 0-3 0-3 0-3
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Wahrscheinlicher Fehler in :

Coneen- l

tration h @ R[S ol | gea | ww ) By -
1:0 | 0:0002 0-2' 0-3 0-3 0-2' 0-3 03 0-4
0-9 | 0-0002 0-2 0-3 03 0-2 0-2 0-3 0B
0-8 | 0-0002 0-3 0-1 0-3 0-2 0-2 0-2 0-2
0-7 { 0-0002 0-2 0-2 6:3 0-2 0-3 0-3 0-3
06 | 0-0002 0-3 02 0-2 0-2 0-2 0-1 0-1
0-5 | 0-0001 0-2 0-2 0-2 0-2 0-2 0:2 0-3
0-4 | 0-0002 0.1. 0-1 0-2 0-2 0-2 0-2 03
0-3 | 0-0002 0-3 0-2 0-2 0-2 0-2 -2 0-2
0-2 | 0-0002 0-3 02 0-2 0-2 02 0-2 (=2
01 | 0-0002 0-2 0-2 0-2 0-1 0-2 0-1
0-0 0-2 0-2 0-2 0-2 0-2 0-2

Man siebt aus dieser Zusammenstellong, dass der wahrschein-
liche Fehler in D nie die Grosse 00002 ibersteigt. Ebenso iiber-
steigt der Fehler in der Deviation nie 0-3’. Nehmen wir auch diese
als vorkommende an, so ergibt sich daraus, da nach der friiheren
Tafel ein Fehler von 1" in der Deviation 0:00032 im Brechungs-
exponenten betrigt, eine Unsicherheit desselben von hischstens 1 Ein-
heit der vierten Decimale. Nehmen wir daher als Maximalfeller, die
wir begehen kinnen, an:

fir v, undov, . . . . 0:002
ficn, ,n, » N. . . .0:0001
wdy,dy ,, D. . . .00002;

nehmen wir ferner an, dass alle Fehler zugleich im Maximo vor-
handen seien und keiner den andern theilweise tilge, was woll
schwer irgendwo der Fall sein diirfte, so erhalten wir das Fehler-
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maximuni, welehes bei unseren Beobachfungen eintreten kanu; es
hetrigt:

Der Maximalfehler in:

Coneen- | 3=28 | 9,=20, | 0,=206, | * " |2 __ %
i + + + L
0+ 0-0071 0-0056 | 0-0036 2-33 1-95
0-8 0-0041 0-0031 0-0031 1-60 1-38
07 0-0032 | 0-002% | 0-002% 1-00 0-76
06 0:0028 | 0-0022 | 0-0022 0-83 0-71
0-3 0-0028 | 0-0021 0-0021 054 076
04 0-0030 | 0-0022 | 0-0022 0-62 0-63
0-3 0-0035 | 0-0026 | 0-0026 0-32 0+40
02 0-007 | 0-0035 | 0-0034 0-29 0-32
01 0-0088 | 0-0063 | 0-0062 0-36 0-41

Aus der sehr bedeutenden Griosse derselben ergibt sich, dass
L3
man wohl die Schwankungen von % um eine gewisse Zahl, z. B. 2-7

aus den Beobachtungstehlern erkliren, also das Verhiltniss bei
allen Councentrationsgraden als constant anschen konne; frigt man
aber, ob es wahrscheinlich sei, so muss man dies euntschieden
verneinen.

Die regelmissige Abnahme des Verhiltnisses zwisehen ¢ und #
von den hichsten zu den niedrigsten Concentrationsgraden zeigt,
dass die Fehler sich nirgends alle hiufen, sondern gegenscitig
weunigstens grosstentheils tilgen. Aber in einer anderen Hinsicht
sind diese Formeln interessant; es ist niimlich die Grosse der mig-
lichen Fehler so betriichtiich, dass man bei den meisten Mischungen
(wo 0 und #/ sehr klein sind), auf dem Wege der Beobachtung

schwerlich sicher wird entscheiden konuen, ob ihr Verhiltniss ein

. . > . 1
constantes ist. Bei Salzsiiure z. B. miissten die Fehler nur " der oben
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angegehenen betragen, um selbst in den giinstigsten Fillen (den
N
unteren  Coneentrationsgraden) —Z— nur auf 0-1 sicher zu haben; es

miisste dann der Fehler in

Voluminibus = 0-0005
Dichten = 0-:00005
Brechungsexponenten = 0-00002

also in

w = = 5 Secunden

i
12
nicht iibersehreiten, was wohl auch die Grenze der crreict: .wn
Genauigkeit sein dirfte. ;

Die Grisse des Einflusses der Fehler hat iibrigens noch einen
anderen Nachtheil. Es geht namlich aus unseren Beobachtungen fast

N
mit Gewissheit hervor, dass die —g— nieht constant sind, da aber

g 6 . q Q Q
died, f, o) sich jedenfalls in Reihen nach Potenzen von ¢, und v,

entwickeln lassen, ist es auf diese Weise sehr schwer, ja beinahe
unmbglich, die Coéflicienten dieser Reihen, ‘also die Functionsform
derselben aus den Daten der Beobachtung zu finden, und theore-
tisch dieselben allgemein abzuleiten sind noeh zu wenig Anhalts-
punkte vorhanden.

Um die Ergebnisse, welche mau aus den bisher angestellten
Beobachtungen iiber die Contractions- und Retardations-Coéfficienten
folgern kann, leicht zu iihersehen, wollen wir die Resultate dersel-
ben kurz zusammenstellen. Beschrinken wir uns auf die vollstindig
ausgefithrten, d. h. auf jene, wo nicht nur mehrere Concentrations-
grade, sondern auch die Brechungsexponenten mehrerer Farben,
resp. dunklen Linien im Spectrum bestimmt wurden, so habeun wir
dergleichen erst an 4 Substanzen, nimlich an

SO,
NO;
Cl.H
CINH,

aber schon diese zeigen uns eine grosse Mannigfaltigkeit der Ver-
hilltnisse , indem jede Substanz ihre Eigenthitmlichkeit besitzt.
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TABELLE

Werthe der 6 und # fiir Schwefelsiure.
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Concen~
(l:n]ttii;llll 8 By O B l b3 Be 68 O
0-9 — 0-3333 | — 0-160| — 0-159| — 0-159| — 0-139| — 0-157| — 0-155| — 0-158
0:8 — 0°293% | — 0-139] — 0-139]| — 0-139| — 0-139| — 0-137| — 0-136| — 0-138
07 — 0:2569 | — 0-125| — 0-124| — 0-124| — 0-123| — 0-122| — 0-121| — 0-123
0-6 — 0:273% | — 0:437| — 0-138| — 0136 — 0-136| — 0-136| — 0-134| — 0-136
0-3 — 02604 [ —0-133] — 0-130| — 0-133| — 0-132| — 0-131| — 0-131| — 0-132
0-4 — 0:2350 [ — 0126} — 0-126]| — 0-126 — 0-125| — 0-126| — 0-125| — 0-126
0-3 — 0:2363 | — 0:122| — 0-121| — 0-12¢| — 0-120| — 0-120] — 0-120] — 0-121
0-2 — 02447 [ — 0-417| — 0-116| — 0-116] — 0445 | — 01453 — 0-2115| — 0-116
04 — 0°2291 { —0-110] — 0-108| — 0-109| — 0-108 | — 0-108| — 0-104| — 0-108
TABELLE IL
Werthe der 0 und # fiir Salpetersiure.
Coneen-
i 0. Oy Oy fs VR O 93 VNG
tration
0-9 — 0-128 — 0:036| — 0-039] — 0-036] — 0-056] — 0-056] — 0-057
08 — 0-119 — 0:058| — 0:059| — 0-058| — 0:058] — 0-05%| — 0-057
0-7 — 0-128 — 0:064f — 0+064] — 0°062| — 0-062] — 0:062] — 0-063
0-6 — 0-115 — 0-05%| — 0-050] — 0-053| — 0-053] — 0-033! — 0-053
03 jy— 0-129 wal I— 0:062] {— 0-062 §— 0-061| {— 0-064| \— 0-061] }— 0-062
5 — 0-03Y| ¢
] — 0124 { {— 0-059] }— 0-059| }— 0-060| {— 0-059] |— 0039 (— 0-039
0-4 — 0119 | — 0:058| — 0-037| — 0-057] — 0:056| — 0:056] — 0-036| — 0-056
0-3 — 0109 | — 0-03%4| — 0-053| — 0~054| — 0:053| — 0:083| — 0-033] — 0-053
(12 — 0091 | — 0:0%4 — 0-044| — 0-044| — 0-044| — 0~044; — 0044 — 0-044
0-1 — 0-083 ‘ — 0-037] — 0-036] — 0-036| — 0:037] — 0~035l — 0-036| — 0036
TABELLE IH
Werthe der & und 0O fiir Salzsiiure.
Concen~ 3 iy iy 6(; fp b 6. 0
tration £ & m
0y — 0:0£00]|— 0-003%|— 0-0032| - 0-0036|— 0-003%4{— 0:0032]— 0-0033|— 0-0034
0-8 — 00109 — 0-0U38]— 0-0039|— 0-00%1|— 0-0039(— 0-0039|— 0-G040|— 0-003Y
07 — 0:0154|— 0-0050|— 0-0053[— 0-0032| — 0-003{(— 0-0033|— 0-0033|— 0-0052
06 — 0-0147]— 0-0030|— 0-0052{ — 0-0052{— 0:0051|— 0:0052|— 0:0053|]— 0-0052
03 — 0:0131|— 0:0060|— 0-0039|— 0-0039|— 0-0039] — 0-0061|— 0:0039|— 0-0059
0-4 — 00170, — 0:0062|— 0:0062|— 0-0062|— 0-0063|— 0-0062|— 0-0061|— 0:0062
03 — 0:021%/— 0-0096)|— 0:0093|— 0-0089|— 0:0092/ — (-0093] — 0-0088[— 0-0092
0-2 — 0:0246{— 0-0120{— 0-0119[ — 0-0120| — 00119 — 0-0415|— 0-01L5|— 0-0118
0-1 — 0:0299/— 0-0154|— 0-0155| — 0-0151]— 0:0133| — 0-0150|— 0-0130|— 0:0132
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TABELLE 1V,
Werthe der ¢ und ¢ fir Salmiaklésung.
Concen- o
. 0 0‘21 038 0(S el‘ O(F, 68 om
tration
09 — 0:0385|— 0-0254]— 0-0253|— 0-0258]— 0-0269]— 0:0268|— 0-0267|— 0-0262
0-§ — 0:0429|]— 0-0245|— 0-0243|— 0-0249(— 0:0251(— 0:0250|— 0-0243|— 0-0247
07 — 0:019%4|— 0-0155]— 0-0154|]— 0-0155]— 0-0153| — 0-0154|— 0-0152|— 0-0154
0-6 — 0-0175|— 0-0113|— 0-0116)|— 0-0114]— 0 0114]— 0-0113|— 0-0111|— 0-0114
0-3 — 0-0227|— 0-0154|— 0-0150]— 0-0148|— 0-0147|— 0-0131]— 0-0133|— 0-0151
0-4 — 0+0226/— 0-0131|— 0:0130|— 0-0130{— 0-0134]— 0-0137|— 0-0134|— 0-0133
0-3 — 0-0269[— 0-0188|— 0-0157[— 0:0158|— 0-0157|— 0:0155]— 0-0153|— 00137
0-2 — 0:0355|— 0-0212|— 0-0211|— 0-0212|— 0-:0210]— 0-0210|— 0-0211|— 0-0211
01 — 0-0297 . o
TABELLE V.
N
0 m "
Werthe der - fiir Schwefelsiure.
Coneen- 3 8 8 3 3 8 3
tration O [P (13 Op b g O
09 2:07 2:07 2:10 2-09 2:40 2-13 2:09
0-8 2:09 2-10 2-09 2:10 2-12 213 2 10
0-7 2:09 2-09 2-10 2-11 211 2:10 2-10
0-6 1-99 1:99 2-00 2:00 2:01 2:01 2-00
03 1-93 2-00 1-95 1-97 1-99 1-99 1-97
0-4 198 1-98 1-98 2:00 1-98 2:00 1-99
0-3 1-97 1-98 1-98 2:00 2-00 2:00 1-99
()= 2-05 2-07 2-07 2-08 2-08 2:08 2:07
0-1 2:03 2:06 2-03 2:04 2:06 209 2-05
TABELLE VL
N
0 . .
Werthe der O fiir Salpetersiiure.
Coneen- 8 3 ) 3 3 8 8
tration Oy (TS Og Y O g b’
0-9 . 2:28 217 228 2:28 2-28 2:26
0-8 2-05 201 2-05 205 2-02 2-04
07 2-00 200 205 205 2:03 2:03
0-6 o 213 (2'30) 2-17 247 2:17 2-16%
0-5 2+10 2-10 2:10 2-08 2-12 212 210
0-4 2-05 2-10 2-10 2-11 211 212 2:41
0-3 2:03 2:05 204 2-05 2ol 2-06 2:0%
0-2 2-07 2:09 2-09 2:08 207 2:08 2-08
0-1 2:07 2417 2:16 ey 217 il i)
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TABELLE VIL

N
Werthe der f fiir Salzsiiure.

Concen- , (3 3 ) 5 ] [ b
tration | —U_,; UP e ip Og {73 B
! ]
09 208 345 | 27t 2-9% 316 2:83 2:97
0-s | 288 2:78 | 263 2-82 277 2:73 277
07 | 83 290 297 3-01 2-88 2-78 2-93
06 | 292 | 283 2:81 2:87 2-83 2:77 2:8%
03 234 J 258 238 2-38 2:49 2-58 2:56
04 276 | 274 277 2:71 2:74 279 275
03 2023 2:30 2:39 2:34 2:30 2442 2-33
0-2 2-03 2:08 2-06 2-06 2-14 2-15 209
01 1-94 1-92 1-98 1-95 2-00 203 1-97
‘
TABELLE VIIL
5
r 0O ” .
Werthe der = fir Salmiaklésung.
Concen- 8- 8 ¢ l 8 8 8 3
tration fix B3 fis i e fig [
09 151 1-32 1-49 1-43 144 1-45 1-47
0-8 175 176 1-72 1-71 1-72 1-76 1-74
07 1-25 1:26 126 125 1-26 1-28 1-26
06 133 151 134 1-34 153 138 135
03 1:47 151 1-54 154 1-51 148 151
04 1-73 173 174 1:69 1-65 1-68 1-70
03 1-70 1-72 1-70 1°71 1-73 1:74 1:72
0-2 1-67 1-69 168 1:69 169 1-69 1-69
0-1 . | .

Nur hei wenigen Losungen und Mischungen ist der Einfluss der
Fehler nicht sehr betriichtlich; unter diese ist vor allen zu zihlen
Sehwefelsaure. Von allen bisher untersuchien Substanzen kaun sie
bei weitem die genauesten Resultate geben 1).

Die obige Zusammenstellung (Tab. I—VIII) lisst folgende Ge-
setze erkennen:

1. Die Contractions-Coéfficienten (6) haben bei verschiedenen
Substanzen sehr verschiedene Werthe. Auch bei ein und derselben

1) Es wiire sehr erwiinscht, SOz noch einmal mit wmoglichst genauen Instrumenten in
dieser Hinsicht zu unlersuchea und wic haben uns vorgenommen, eine solche Beob-
achlungsreihe wil Niichsten durchzofiihren.
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Substanz sind dieselben nieht eonstant, sondern dindern mit der Con-
ceutration ihre Grosse; gewihnlich nehmen dieselben mit wachsen-
der Verdiinnung ab. jedoch aueh der umgekehrte Fall (Salzsiure)
wurde bereits beohachtet.

2. Dic Retardations-Coéfficienten (#) sind ehenso variabel als
die Contractions-Coéfficienten; der Gang derselben bei verschiede-
nen Coneentrationsgraden ist dem der ¢ insoferne analog, als sie mit
denselben gewdhnlich an Grisse zu- und abnehmen.

3. Der Gang der Werthe der Retardations - Coéfficienten (bei
einem und demselben Concentrationsgrade) in den verschiedencn
Linien des Spectrums ist gleichfalls ein sehr verschiedener. Bei ¢
Substanz, den Salmiakldsungen, sind die Schwankungen in der Grosse
bei den verschiedenen Linien des Speetrums so unbedeutend, dass
man dieselben fiir eonstant ansehen kann; hei Schwefelsiure
zeigen dieselbe eine entschiedene Abnahme der Grisse von dem rothen
zum violeten Ende des Spectrums und zwar bei allen Coneentra-
tionsgraden. Weuniger deutlich tritt dies bei Salpetersiure her-
vor, wiewohl auch hier eine geringe Abnahme der Retardations-
Coéfficienten nicht zu bezweifeln ist. Ganz anders jedoch verhilt
sich die Sache bei Salzsiure. Lisst man daselbst (des dort
besonders grossen Einflusses der Fehler wegen) 0:9 Concentra-
tion aus der Betrachtung weg, so zeigt sich in den hoheren Con-
centrationsgraden eine Zunahme der # vom rothen zum violeten
Ende: um 0'5 Cone. herum werden sie nahe eonstant, zeigen bei 0-4
Coneentration schon eine Hinneigung zur Abnahme, welche bei den
niederen Concentrationsgraden ganz eclatant hervortritt. Die Ursache
dieser Erseheinung werden wir spiter umstindlich besprechen.

4. Der Werth der % ist der Griosse nach fiir jede Substanz

verschieden, allein auch bei einer und derselben Substanz andert er
sich mit dem Conecentrationsgrade. Ausser bei Salmiak, wo das
Verhiltniss bei allen nahezu constant ist, zeigt sich bei Sehwefel-
saure insbesondere ganz entschieden eine Abnahme desselben in
den mittleren Coucentrationsgraden, also ein grosseres Wachsen
oder Abnehmen der ¢ im Verhiltniss zu 0. Deutliche Spuren dieser
Erscheinung zeigen sich aueh an den dussersten Coneentrationsgraden
der Salpetersédure. Bei Sulzsiure aber nimmt die Grisse des
Verhiltnisses bei wachsender Verdinnung stetig ab.
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> T . . [} o q
5. Uber die Veriinderungen der " zwischen den verschiedenen

Linien eribrigt uns nur mehr wenig zu sagen. Da der Contractions-
Coéfficient bei denselben Concentrationsgraden eine Constante, die ¢
aber von einer Linie zur andern variabel sind, ist es natiirlich auch
das Verhiiltniss beider. Bei ciner Zunahme des numerischen Werthes
des Retardations-Coéfficienten wird sich dieses Verhiltniss natiirlich
verkleinern, bei einer Abnahme vergrissern.

IiI.

Wir haben schon oben bemerkt, dass der empirischen Erfor-
schung der Relationen, welche zwischen den Retardations-Coéffi-
cienten unter cinander und jener, welche zwischen diesen und den
Contractions-Coéfficienten bestehen, der sehr bedeutende Einfluss
der moglichen Beobachtungsfehler hindernd im Wege steht. Diese
Schwierigkeit kann man dadureh umgehen, dass man diese Verhilt-
nisse auf eine andere Weise, nimlich aus der Functionsform dieser
Codéfficienten zu ermitteln sucht.

Aus der oben mitgetheilten Zusammenstellung aller Beobach-
tungen scheint zu folgen, dass die Grisse der Retardations-Coéffi-
cienten, ausser von der Concentration, auch von derFarbe im Spectrum
abhiinge. Die daraus entstehende Frage: Ob eine Abhingigkeit
des Retardations- Coéfficienten von der Farbe im
Spectrum stattfinde, kann aus der frither angegebenen Differenzen-
gleichung zur Bestimmung des Einflusses der Beobachtungsfehler
beantwortet werden. Um niamlich die Wirkung des Uberganges von
einer Spectrallinie zur anderen zu ermitteln, hat man nur in der
obigen Fehlergleichung

dv, =0 dv, =0
ddy =0 dd, =0 JD=0
und fir dn,, dn,, AN jene Anderungen der Brechungsexponenten

zu setzen, welche dem Ubergange von einer Linie zur anderen ent-
sprechen. Man erhilt so:

0y o + Oy Vs 1 ' ito O 1+ v,m0
bt Aoun N 1trewld dny — i__’;_;”z

vy Ng Vo Mg Ta Hy N vy Ny N

Jdi =
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J.a_= _g.} + vy Oy I.E)JJN—Q— (I +vang O)JJ (1 vy O)r}J“
f vy vy iy Ny 02 re 0y Ny 62 : vy 1ty ng 02 :
umdl daraus leicht:
T . i ,
JH————'_(P, vy 4= v ) AN—(vg ding + v dny ) — vy 006 (nadny 40y dny) I
ryTg iy Ny
N N
48 3 4p
0 62

Mit Vernachlissigung aller die erste Ordnung iiberschreitenden
Glieder kann man setzen :

(vr + v2) AN = v, dny + v, dn,.

Die Bedeutung dieses Ausdruckes ist eine sehr einfache. Lassen
wir, um einen speciellen Fall vor Augen zu haben, dn,, dn, und 4N
als die Unterschiede des Brechungsexpenenten der ersten und letzten
Linie des Spectrums (der Linien % und §) gelten, und tragen wir
auf einem Coordinatensysteme die Grisse der Concentration als Or-
dinate, sowie die dazu gehorige Differenz der Brechungsexponenten
der ersten und letzten Spectrallinie als Abscisse auf, so fordert, wie
sich leicht zeigen lisst, die Gleichung:

vy dny - vp dn,
v+ vz

dass die Endpunkte der Abscissen alle in einer und derselben geraden
Linie liegen, mit anderen Worten, dass die Ausdehnung des Spec-
trums gleichmiissig abnehme. Ist dies auch nicht in aller Strenge
der Fall, sondern liegen diese Endpunkte wahrscheinlich in einer
Curve, so wird diese jedenfalls von einer Geraden in der Ausdehnung
in welcher sie hier betrachtet wird, nur um eine Grisse abweichen,
welehe mit der Ausdehnung des Spectrums verglichen, eine Grasse
hoherer Ordnung darstellt. Dass der Unterschied dieser Curve von
einer geradenLinie inder That selbst in der 4. Decimale des Brechungs-
exponenten noch ganz unmerklich sei, mige folgende Zusammen-
stellung der beobachteten mit den nach dieser Formel berechneten
Differenzen der Brechungsexponenten heweisen.

AN =

-
ot

Sitzh. . malhem.~naturw. Cl. XXXIUI. Bd, Nr. 29.
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1. Salzsiiure. 2. Salmiaklosung.

Concen-; Beob- | Berech- . Concen-! Beoh- srech-

tration | achlet net Differeps tration :-cl:)l';t B";:h gt
1-0 0:0056 0:0056 0:0000 1-0 0:0043 0-0045 0 0000
09 0-0054 0-005% 0-0000 0-9 0-0042 0-0044 — 00002
08 0-0053 0:0053 0-0000 08 00044 000%% 0-0000
07 0-0050 0-0051 — 0°0001 0-7 0-0044 00043 -+ 0-0001
0-6 0-0048 0:0049 — 0-0001 0-6 (0044 0:0042 -+ 0-0002
05 0-0048 0:0048 0-0000 0-5 00042 0-00%2 0-0000
04 0-0046 0-0046 0-0000 04 0:0039 0°0041 | — 0-0002
03 0:0047 0-004% | + 0:0003 0-3 00041 0:0040 [ -+ 0-0001
02 0-0044% 0-0043 | + 0-0001 02 0-0040 0-0039 | + 0-000!
01 0:0042 0-004%1 ~+ 0:0001 01 0-:0037 0:0039 — 0-0002
0-0 0-0039 0:0039 0-0000 -0 0-0038 0-0038 0:6000

Bedenkt man, dass die Werthe der Ausdehnung des Spectrums
fir die anderen Concentrationsgrade aus den Werthen der concen-
tricten Substanz und des Wassers berechnet sind, welche miglicher
Weise um eine, ja zwei Einheiten (eine heim ersten und eine beim
letzten Brechungsexponenten) falsch sein konnen, welehe Feller bei
der Berechnung anf alle anderen Concentrationsgrade znriickwirken;
bedenkt man ferner, dass ehenso die beobachteten Werthe dieser
Differenz uin [ oder 2 Einheiten unsicher sind: so wird die Anunahme
wobl erlaubt sein, dass der Unterschied des beobachteten und herech-
neten Werthes eine Folge der Beobachtungsfehler sei, inshesondere
da er keinem Gesetze folgt, sondern ganz den Charakter derselben
zeigt. '

Ist nun dieser Unterschied fiir die ganze Ausdehnung des
Spectrums unmerklich, so wird er es fiir kleinere Iutervalle. etwa vou
einer Linie zur nidchsten, um so mehr sein.

Die eben erwiesene Annahme vereinfacht bedeutend den sich fiir
die Anderung der ¢ beim Ubergange von eciner Spectrallinie zur
anderen ergebenden Ausdruck; er wird:

(vy dny +vp dny) 6 — (vy + ) (g Juy + ny diny ) 6

(g 4 v2) ny ne

yil}

[ )
e O
A6 92J
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q
0 g . . a_ o
Sollte nun v beim Uhergange von einer Linie zur anderen con-
/)
stant sein, so miisste es auch # sein, d. h. es miisste
40 = 0

sein; dies kann nur dann geschehen, wenn:

(vy dny + ve dny) 0 — (vy 4 v2) (02 dny 4wy dny) =0
oder

5 v+ o
D 2 X (s A n, dun,),
6 v dny + vy dny ( 2 dny - my dns)

N, . c ] an ©
wodurch wir eine interessante Bestimmungsgleichung fiir il erhal-
ten. Diese Gleichung zeigt, wenn man sie in die Form:

) vy 1 e
[ - (2 + v2) dny —ve (dny — dny) ("2 20} S E A’lz) )

bringt, auf den ersten Blick, dass iiberdies%bei allen Concentrations-

graden constant sein kinne, wenn
dn, = dn,

d. h. die Griosse des Spectrums bei allen Substanzen gleich gross
ist. Da dies mit keiner Beobachtung harmonirt, so ist die Unméglich-
keit eines constanten Verhiiltnisses des Contractions- und Retar-
dations-Coéfficienten fiir verschiedene Concentrationsgrade einer und
derselben Substanz nachgewiesen, wenn man annimmt, § dndere seinen
Werth von einer Linie zur anderen nicht. Allein letztere Annahme ist
unstatthaft. Mit sehr grosser Wahrscheinlichkeit folgt dies schon aus
den Beobachtungen, allein mit Gewissheit zeigt es sich, wenn man die

Werthe von —g- aus Gleichung (3) berechnet; denn die Abweichnng

der berechneten von den beobachteten Werthen ist nicht nur sehr
bedeutend, sondern der Gang beider so verschieden, dass die Diffe-
renzen Beobachtungsfehlern unmaglich zugeschrieben werden kinnen,
wovon man sich am leichtesten aus der beispielsweise hier angefiihr-
ten Salzsiure iiberzeugen kaun.

e
ot
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B
~ | |
Concen- |

X Beohaehlet Berechuet Dillerenz

tration |

1 |
09 2-97 239 Lo0ey8
0-8 Loy 247 | - 0-30
0-7 Dol 2= 4% ~ 038
06 2.84 264 C0-20
0-3 || 256 Yo — 017
04 LG 2:85 — 008
O o B 2-04 — 0-61
m 2 09 3006 — 0497
0.1 1-97 KA H] o022

Lassen wir also diese Annahme fallen und suchen ohne irgend
eine Hypothese die Art der Verinderung zu ermitteln, welche mit ¢
von einer Linie zur anderen vorgeht.

Ks ist:

|
d = —————[ (vy drey J- 0y d20,) 6 — (0, 10 4 J
(L_l+v2)"l"2[( y dng 4 vy diy) (v 4re) (e dny+ny dng) ]
oder:
dny — dny |
dny =
1 — 6 dn, [(1 o re ,/,)j__“l Jny + us dny ]
ny N ¥+ L2 b dny )
Ist noch ¢y - ¢, = 1. wie es hei uns immer der Fail war, so
haben wir:
6 dn A ng dng + ny Ju
(4) A= l[(l—r:/;)-'l——~ —l————li.
ny Hg b dny

Man sieht ans dieser Gleichung, dass die ,\n(lerung des # im
Allgemeinen desto kleiner werde, je kleiner es selbst ist, ausser
wenn sieh dabei der zweite Factor nnverhilltnissmiissig vergrossert.
Die Riehtigkeit des eben Gesagten kann man an Schwefel- und Sal-
petersiure z. B. leieht nachweisen. Hier ist der zweite Factor bei
heiden nahezu gleich (bei NO; ist er etwas kleiner), hei Salpeter-
siaure aber ¢ bei Weitem kleiner als bei Schwefelsiure, daher bei
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lelzterer # viel constanter, was mit den Resullaten der Beobachtung
ibereinstimmt. Allein noch melr: es ist fir die Schwefelsiinre :

iy Ina A ng Juy ,
——— e = b
iy
und fir die Salpetersiiure:

ny dny & one dny — 940

JII(

ferner fiir Seliwefelsiure stets

@ ] o,
A
()
s

l“l(l ﬁ'"' Jn|p(’,{el'5dlll'c
—‘ 2)_ (.’.
0 <

Da diese Grossen in unserer Formel (4) noch mit dem die Ein-
heit nie erreichenden Factor
1 —vp
multiplicirt sind, so ist offenbar:
5 ny ding — ny dn
(1 p)d 12— teth

< 0.
dny

/

Da nun ¢ negativ ist, so ergibt sich, dass bei diesen beiden
Substanzen die Werthe der # vom rothen znm violeten Ende des
Spectrums successive abnehmen.

Wie man aus den Tabellen (I—VIH) sieht, nimmt fir SO; vud
NO; die Grisse des Verhiltnisses —2— gegen die mittleren Concentra-
tionsgrade zu ab, und man sollte daher meinen, # sei in diesen variabler

als in den dusseren, besonders inden stirksten Concentrationsgraden,
wo das Glied

ny
vy 0

5

it Minimum ist. Begreifiicherweise ist dem jedoch nicht sv, da die
rasche Abnabme der # bei wachsender Verdiinnung dies heinalie
vollstindig paralysirt.

Den Verhaltnissen hei SO; und NO; sehr analog, sind die hei
Salmiak stattfindenden, allein bhedeuntend complicirter gestalten sich
dieselben an der Salzsiure. Wihrend die #/in den obersten Con-
centrationsgraden an Grisse zunehmen, nehmen sic in den niedersten
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ub und bleiben in den mittleren beinahe constant. Allein auch die
Erklirung dieser Erscheinung ist anf Grundlage der eben angege-
benen Formel (4) nicht schwer. Es ist niimlich bei der Salzsiure

ng dny -+ ny dn,y

= 232
dny

und die Grosse, welche wir mit p bezeichueten, ziemlich gross,
namlich
‘[) _— 0'32.

In den hioheren Concentrationsgraden iibersteigt uher-;— bei Wei-
tem 2-:32, zugleich ist der Factor 1 — v, p, wegen der Kleinheit
von , nahezu = 1, triigt also zur Verminderung der Grisse von

% fast gur nichts bei: es ist desshalb

o e dny omy i

| — v, p =
( g dny

worans die Zunahme der # vom rothen zum violeten Ende des Spec-
trmns sogleich folgt.

Bet zunehmender Verdiinnung nimmt die Variabilitit der # rasch
ab, denn der Factor (1 — v, p) verkleinert sich rasch, so dass in
den mittleren Concentrationsgraden nahezu:

ny duy + ny dng

a —_—

wird, wesshalb auch die ¢ um 0'5 herum bheinahe ganz constant sind.
Bei noch grisserem Fortschritté der Verdiinnung verkleinert sich

0 SR TR 3 s
nicht nur das Verhiltuiss '7, sondern auch, und zwar in viel rasche-

rem Grade (1 — », p), so dass die Differenz

wy dng + ny Jdng

(1 —r ‘”) % o diy

das Zeichen wechselt, wo dann die Zunahme der # sogleich in eine
Abnabnie sich umwandelt. Diese Abnalime wird durch den Umstand.
dass hier die # mit der Verdiinnung wachsen, um so betricht-
licher.
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Man sieht aus dem bereits Gesagten, dass eine Zunahme, cin
Constantbleiben oder eine Abnulie der # von einer Spectrallinie zur
anderen lediglich davon abhingt. ob:

o < ny dny + n, dny

5 > vy dng + v dny
und dass sehr wohl bei einer und derselben Substanz alle drei Fille
in verschiedenen Concentrationsgraden vorkomnien kénnen 1).

Da wir ferner aus (4) das Geselz der Zu- oder Abnahme der 4
von ciner Linic zur andercn kennen und schen, dass bei einem und
demselben Concentrationsgrade die Zunahme dem 4n,, d. h. der Ent-
fernung der Linie von der als ersten angenominenen proportional sei,
ist die Bedeutung der Grosse, welche wir g nannten, leicht ver-
stiindlich. Es ist namlich der Retardations-Coéfticient einer fictiven
Linie, die dem Mittel der Brechungsexponenten entspricht, also einer
Linie, welche zwischen den Systemen © und € liegt. Diese Grisse
(#s) ist von den Beobachtungsfellern unabhiingiger als jedes andere
#/, daher mit Vortheil zu verwenden, will man den Gang derselben
bei verschiedenen Concentrationsgraden genihert dureh eine Reihe
angeben, bei welcher man auf die ohnedies geringen Unterschiede
der Coéfficienten bei verschiedenen Farben verzichtet.

Nachdem wir diesen Punkt erdrtert, gehen wir zur Untersuchung
der zweiten eben so wichtigen Frage iiber, ob das Verhiltniss von

S
% ein rationales, und fiir alle Concentrationsgrade constantes ist,

selbst wenn, wie wir gesehen, # nicht constant bleibt.
Da wir oben nachgewiesen, dass die # von Linie zu Linie ihren

Ay
Werth dndern, so kann man nur noch fragen, ob % bei ein und der-

selben Linie fiir alle Concentrationsgrade constant bleibt. Dass dies
Verhiltniss ein rationales sei, ist schon von vorne herein unwahr-
scheinlich, weil wir bei der Bewegung, welche wir Licht nennen,
nirgends ein solches finden, indem alles darch die trigonometrischen

1) Die Erkenntaiss der Natur der Auderung der 8 z.eigt auch , dass man dieselben nie
zur Bestimmung der Dispeision der atmosphirisehen Lnlt wird beniitzen kdnnen,
wie wir Sitzungsberichte XXX, 433 vermuthet hatten; denn das oben Gesagle heweist,
dass in der, Sitzb. XXX, angegehenen Reihe fiic 8 die hiheren, von der Dispersion
abhiingigen Glieder nicht zu vernachlissigen, d. h. wenigstens bei manchien Sub-
stanzen in Coélficienten multiplicirt sind, die bei gewissen Concentralionsgraden
eine hetrichtliche Grosse erlangen kounen.
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Functionen, also inrational, verbunden erscheint. Erwigt man aber
die Yeranderlichkeit von #, so kinnte wohl bei einer bestiminten
Linic ein rationales Verhiltniss herauskommen, nie aber der ganzen
Linge des Spectrums nach. Befrachtet man indess die Bedingungs-
gleichungen, so ist es nicht nur hiochst unwahrscheiunlich, dass es ein
rationales, sondern auch, dass es ein constantes Verhiltniss sei.

Die 0 und 4 indern thren Werth mit der Concentration, sind also
Functionen der Volumina; man kann daher, wenn man die Beziehung

v v =1
festhalt,
o=a(l+uyv,F+ w2t rd4.....)
H=3+pvs+ vt +GFGos4.. ... )
also
5 a 1o vyfavey® 4 ageyd4.....
o =1—3_ I A

= L[t (= A) o e — ) — B (s — B e+
{(Us—ﬂs)—ﬂz (‘lr — &) +ﬂ12((11_‘ﬂ1)}1713+~- ]

oy
setzen. Soll nun ié— fir alle Concentrationsgrade hei ein und der-

selben Linie constant sein, so muss nicht blos

oy = .31
vy = fa
Ly = /93

sondern auch die Variabilitit der # nur in 7 liegen, zu welcher
Annahme uns gar nichts herechtigt. Es liesse sich dies auch noch
auf folgende Art erweisen. Andert man bei einer Spectrallinie blei-
hend den Coneentrationsgrad nur um ein Geringes, so kinnte man die
dadurch in 0, #, %\ hervorgebrachten Anderungen mit Hilfe der frii-
heren Differenzengleichung dadurch untersuchen, dass man:

dd, = 0 dd, = 0

dny = 0 dny = 0
und fiiv dv, , dv,, 4D, AN die entsprechenden Auderungen setzte.

Fiithet man dann die Bedingung der Constanz von % ein, so erhilt
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man wieder eine Bestimmungsgleichung fiir % Ob indess diese

erfiillt sei, davon kann man sich so lange nieht iiberzeugen, als das
Verhilltniss der Anderungen dv,, dv,, 4D, AN zu einander oder

. ap - . g .
wenigstens das i nicht bekannt ist, welches letstere sehon hin-
4

reichend ist, wenn man durch schickliche Bewerkstelligung des Uber-
ganges von einer Concentration zur anderen die dv, und dv, aus der

. . 4D
Gleichung herausschafft. Da man aber nicht einmal i kennt, muss
4

man auf eine andere Weise zum Ziele zu gelangen suchen.

Sei ¢ der Contractions- Coéfficient fiir einen beliebigen Con-
centrationsgrad, , der zu demselben gehirige Werth des Retarda-
tions-Coéfficienten fiir die Linie 9 und seien 0" und #, diese Grissen
fiir irgend einen anderen Concentrationsgrad, so muss unter der Vor-
aussetzung eines constanten Verhiltnisses beider bei allen Concen-
trationsgraden (fiir eine und dieselbe Spectrallinie)

S ~
0 0

Bz Oy

Geht man von der Linie % zu einer anderen, etwa der Linie @
iiber und seien die Retardations-Coéflicienten fiir dieselbe #_, H./, so
muss auech

sein. Nun kann man nach den friiberen:

He =ty — d0
0 =y + dd'

setzen, es ist also auch:

FR———
ba 1+ <6 By + J6

welche Gleichung mit der oben angefiihrten :
() H‘Il' =0 HQ(

combinirt, zn folgender Relation fiihrt:
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Bedeuten ferner vy, r, die Volumina der concentrivten Snbstanz
und des Wassers im ersten Falle und ', v dieselben Grissen bei
der anderen Concentration, so ist nach unseren fritheren Formeln:

T2 ) ¢ ny diy - g dny ] )
Yy e £ g Any

oy ny

, »'’ & ny iy 4 my dngq 6’y dny
4 ={ (I == F) 7 — |

: v + v G Any ny gy

also auch:

1 o, ) 4 ny dng + iy Any
o ( L ) £ (P dny ba

™ (1_ '’ ) 73_. ' u':]nz+nz?_]u-1 : E
e

o Pl [ an,

22| e

Kiihrt man die Berechnung aus, so erhilt man nach allen Reductionen:

2 [

(5) vy v (— — —) p=0

vll i

als Bedingungsgleichung, dass % fir ein und dieselbe Spectrallinie

bei allen Concentrationsgraden eonstant sei. Da nun hier von ver-
schiedenen Concentrationsgraden die Rede ist, also unmiglich

' vy
vl’ 1:2

sein kann, so ist die Gleichung (5) nur durch die Supposition

p=1"0
daher .
dny = dn,

zu erfiillen, eine Gleichung, der wir schon friiher begegueten. Man
sieht daraus, dass die Constanz des Verhiltnisses beider Grissen
nur dureh den Umstand verhindert wird, dass die Ausdehnung des
Speetrums (d. h. der Untersehied der Brechungsexponenten der
Linien 9 und &) nicht bei allen Substanzen gleieh gross ist. Doch
sieht man daraus gleich, dass je kleiner diese Differenz ist, das Ver-
hiltniss zwischen den einzelnen Coneentrationsgraden desto gerin-
geren Schwankungen unterliegt, was auch die Beobachtungen
bestitigen.



in den \udernngen der Dichten und Brechungsexponenten ele. 6hHe
s folgt daler aus diesen Untersuchungen, dass weder die
Retardations-Coéfficienten von einer Linie des Spectrums zur anderen
einen constanten Werth behalten, indem dieselben gegen das violete
Ende hin bald an Grisse zunehmen, bald abnehmen, sondern dass
auch das Yerhiltniss des Contractions - Coéfficienten zum Retarda-
tivus-Coéfficienten bei jeder Concentration wechselt.
Es wiirde sich jetzt darum handeln, die Functionsform dieser
Grossen zu ermitteln. Ehe wir dies unternehmen, kounen wir nicht
unterlassen, noch auf eine Eigenthimlichkeit der Formeln :

o = v dy vy dy — D (v + v2)
Doy vy

vy ny A= v ng - Oy vp 0y 0y

N ,
vy vy + Ovg va

bei einem speciellen Falle aufmerksam zu machen. Es ist namlich
jener, wo die Brechungsexponenten von einer gewissen Zahl etwa
« nur um Grossen erster Ordnung, d. h. um soiche Grissen ab-
weichen, dass man die Quadrate derselben vernachlassigen kann.
Es sei also:

= u

w'=a+f

N=a-+7y
dann ist anter obiger Voraussetzung:

H__:__U: vo(e+B—yr)+av 4 Bvg—y (v 4 v2)

a vy Uy a°

(6)

Dieser Fall ist desshalb wichtig, weil er bei einer ganzen gros-
sen Gruppe von Korpern vorkommt, namlich bei Gasen. Hier ist:
@ = I
und a, B, v sind Grissen, welche erst in der vierten Decimale zih-
lende Ziffern haben; zugleich sind, wenn man nach der Volumtheorie
rechnet, v, und v, einfache ganze Zahlen, es ist desshalb fiir die-
selben bis in die vierte Decimale hinauf
B = (ik
In der schon ofter erwihnten Abhandlung hatte Herr Hand |
das anfangs iberraschende Resultat gefunden, dass fiir alle Gase
0=40
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sei: er hielt es fiir nicht unwahrscheinlich, dass heide vollkommen
geich wiren nnd dass die Abweichungen nur den nicht vollkommen
richtigen Beobachtungen Dulong’s zuzuschreiben seien. Unsere
FFormel (6) heweist aber, dass ¢ nicht gleiel # sein kinne, sondern
nur néherungsweise, denn der Ausdruck

(2 +B—)rsrab 4 avy 4 Fea—q(ry + 1)

vyt

kann im Allgemeinen derNulle nicht gleich werden. Ubrigeus zeigt eine
genauere Betrachtung der Formeln, aus welchen 6 und # herechnet
wird, dass diese Eigenthiimlichkeit bei den Gasen ja schon in eben
diesen Formeln liege, und dass man daler nuter der Voraussetzung
@ = f durchaus nicht den Brechungsexponenten eincs noch nicht
gemessenen Gases reehnen kinne, weil man dadureh einen
Fehler in der vierten Decimale des Brechungsexponenten hegehen,
denselben also cigentlich gav nieht finden wiirde.

Um die Funetionsform der ¢ und # zu bestimmen, fehlen uns,
wie wir schou einmal bhemerkten, bis jetzt alle Anhaltspunkte; es
bleibt daher nichts anderes iibrig als diese Grissen, welche sich mit
der Concentration iindern, nach Potenzen derselben zu entwickeln.

Wir wollen diese Reilien nur fiir g und g— entwickeln. Wirsetzten :
m

d=a(l4+av,tovit+avd4....)
Oy = b (1 + fy v, +/92”12+1937713+--~-)
§=0(1 + ottt med+.o..)
n
und suchten nach der Methode der kleinsten Quadrate fiir alle Con-
cenfrationsgrade die wahrscheinlichsten Werthe von «, 4, ¢, «, 3, Fooo

zu ermitteln. Wir geben hier blos die Resultate der an Salzsiure
ausgefitheten Berechnung; fiir sie ist:

= — 00382 (1 — 2402 v, + 3469 v, 2 — 1'S80 % .. .)
= — 00207 (1 — 2:959 ¢, 4+ 4040 p,2 — 1-98% 1, . ..)
= 1449 (1 4 2469 ¢, — 1-648 .2 - 0-302 15 — .. .. )

=
o > 2,

Diese Reilien lassen weder jede fiiv sich ein Gesetz erkennen,

noch ist der Gang derselben fir alle 3 Grissen analog. Ubrigens

. ; -6 cp N : .
zeigen dieselben, duss selbst hei r die libheren Glieder keineswegs

zn vernaehldssigen sind, sondern dass sie cinen hedeutenden Ein-
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fluss ausiiben. Bercchnungen derselben Art, an den anderen Sub-
stanzen ausgefiihrt, gaben ihnliche Reihen, nur sind die Coéfficienten
der hioheren Glieder, inshesondere bei ¢, bedeutend grisser. Eine
sehr langsame Convergenz, wenigstens in den ersten Gliedern, zeigt
sich bei ailen diesen Reihen; ob diese jedoch in der Natur dieser
Grissen begriindet sei, oder ob der betrichtliche Einfluss der Beob-
achtungsfehler, dureh welehen natiirlich die Coéfficienten der hoheren
Glieder am meisten entstellt werden, Ursache derselben ist, lisst
sich vorliufig noeh nicht mit Sieherheit ermitieln. Der Umstund, dass
diese Erselieinung bei allen bisher gemessenen Substanzen vor-
kommt, sprieht nicht sehr zu Gunsten der letzteren Ansieht, und

N
diivfte vielleieht eine Andeutung sein, dass die d, 6 und Bi bei ver-

schiedenen Coneentrationsgraden nicht stets einem und demselben
Gesetze folgen, d. h. .dass der Gang derselben duvch eine einzige
Reike nicht ftir alle Coneentrationen dargestellt werden konne.

Es sei nur noch die Bemerkung hinzugefiigt, dass die Abnahme

B 0 . q . .
des Verhiltnisses 5 gegen die mittleren Concentrationsgrade darauf

fiihrt, dass die Reihe fiir dasselbe folgende Form habe :

—A(l4Boyes+t....)

QIO)

ader
—g-=A('l+Bv.-—Bv,2-{—....)

In der That geniigen auch diese zwei Glieder den Beobaehtungen
an Schwefelsiure, Salpetersiiure und Saliniaklosung so vollstindig
als man es erwarten kann.

Zuletzt diicfte es vielleicht nielit unangemessen sein, zu zeigen,
wic man nach einer anderen Anschauungsweise die Grisse der Con-
traction und Retardation berechnen kann, Setzt man niimlich:

Vi=4(vy + v2)
VN = u (v 0y + v, ns)
s0 st
£y 0f + va 6y

7(1'. + vp) D :

£y O + vg Oy D
M= - o .
vy oy e Ny A
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Dadureh erhilt man den Vortheil, dass die mit 2 und g bezeich-
ueten Grissen reine Verhiltnisszahlen, d. h. von der Volumseinheit
unabhingig und den sonst mit den Namen Coéfficienten bezeichneten
Grossen ganz analog werden; zugleich sind diese Ausdriicke nicht
nur von den Beobachtungsfehlern weniger affieirt, sondern auch bei
den verschiedenen Coneentrationsgraden nahezu gleichmissig.

Zum Schlusse sei es uns erlaubt, mit dem wiarmsteu Danke der
Liberalitit zu gedenken, mit welcher Herr Regierungsrath Ritter
v. Ettingshausen auch bei dieser Arbeit alle nithigen Apparate
und sonstige Hilfsmittel uns zukommen Hess.




